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Zusammenfassung - Es wird gezeigt, dafl auler den rdumlichen
Zwangldufen mit durchwegs ebenen Bahnkurven nur noch die
Schiebungen lédngs B&schungslinien und die einparametrigen
Schraubungsgruppen zu jenen Zwanglidufen des dreidimensio -
nalen euklidischen Raumes ES zu zdhlen sind, die alle Punkte

des Gangraumes auf BOschungslinien fiihren.

EINLEITUNG

Fiir den Praktiker ist es unter Umstédnden von Bedeutung, radum-
liche Zwangldufe anzugeben, bei denen s&mtliche Punkte des
Gangraumes ¥ Bahnkurven konstanter Steigung (Bdschungslinien)
besitzen; der Sonderfall jener Zwangl&ufe, bei denen alle Bahn-
kurven eben sind (Steigung = 0), hat ja bekanntlich groBe Be-
deutung erlangt (vgl. G. DARBOUX [2] ). Hier soll in Verall-
gemeinerung der DARBOUX'schen Fragestellung gekldrt werden,

ob es neben bekannten Beispielen auch weitere rdumliche Zwang-
liufe z/2' gibt, bei denen afle Punkte des Gangraumes I Bdischungs-
Lindten als Bahnkurven besitzen. Diese Arbeit schlieflit so an
Untersuchungen von H.R. MULLER [6] éﬁ, der riumliche Zwangl&ufe
studierte, bei denen die Punkte einer Geraden bzw. Ebene des
Gangraumes % BOschungslinien als Bahnkurven besitzen. Dabei
wurden allerdings nur B&schungslinien bezliglich einer rastfesten
Richtung zugelassen; eine Voraussetzung, die hier fallengelas-

sen werden mufl. Auch H. SCHAAL hat sich in [8] mit Problemen




dieser Art beschidftigt : Er gibt Af{finbewegungen an, bei denen
die Punkte des Gangraumes I auf BOschungslinien von Quadriken

gefiihrt werden.

1. GRUNDLAGEN

Im reellen dreidimensionalen projektiven Raum PS - wir werden
fallweise auch die komplexe Erweiterung vornehmen - weisen wir
den Punkten die itiblichen homogenen Koordinaten (xo:x1:x2:x3)#

(0:0:0:0) zu. Dann wird durch

xo'(t) = X

x1'(t) d1(t) X,

xz‘(t) = Xy dz(t) + A(t). X, (1)
x3'(t) ds(t) Xz

mit reeller orthogonaler 3x3 - Matrix A(t) = (aij(t)) und
reellwertigen, analytischen Funktionen di(t)’ aij(t) (1,3
1,2,3; t € (-=,+=)) ein analytischern rdumbicher Zwanglauf

%X / %' im Sinne eines im PS eingebetteten euklidischen Raumes
E, erklirt T), der sich auf den in der Feanebene w (xo = 0)

3
gelegenen absoluten Kegelschnitt m

x, =0, (%% xpf+ x)? =0 (2)

als Maflgebilde stlitzt. Im folgenden setzen wir fiir t = O die

Anfangsbedingungen

aij(O) = 6. .

i 400) =0 (i, =1,2,3) (3)

mit den Kroneckersymbolen aij voraus. Gemdfl [1, S. 33] kann
dann der Zwanglauf (1) in der Umgebung von t = O in der Nor -

malform

1)

Bei diesem Ansatz wollen wir Momentanschiebungen ausschlieBen;

sie spielen im folgenden keine wesentliche Rolle.



x '(t)=x
o) 0 2 3

x1'(t)—x1 t.x2+22.(8.x3 x1)+63.{(1+e )x2+Y2x3+d31x0)+,64)
. _ ) t B t- . 2 3 _
X, (t) x2+L.x1+§;( u.xo x2]+gg( (1+e )x1+(7€ Y1)x3+d32x0)+,,,

X' (t)= t . L e 3
X3 " () =X gHtox 4y (e X=X )= (=YX (F8Hv )X ¥d X, )+ .o
dargestellt werden, wobei alle auftretenden Koeffizienten Yy

Yz,t—:,}»,u,o,dm,dsz,ds3 reelle Konstanten sind.

Punkte des Gangraumes %, die zum Zeitpunkt t = O Wendepunkte
Lhren Bahnen durnchlaufen, liegen im allgemeinen auf einer
Raumkurve dritter Ordnung w(0) (vgl. [1, S. 165]). Genau fur
€ = A =0 =0 1ist w(0) eine zweiparametrige Mannigfaltigkeit.
Es handelt sich dabei mit [11, S. 358] im allgemeinen um den

Drehzylindern W(0)

2

¢ % = wexgex, (5)

(xq)
der die Momentanachse a(0) enthidlt. € = A = o = O kennzeich-

net eine Getriebestellung, in der eine oshkuliernende Zylin -

dernollung vorliegt.

Punkte des Gangraumes %, die zum Zeitpunkt t = O Henkelfpunkte
ihren Bahnen durchlaufen - sie besitzen momentan stationdre

Schmiegebenen -, sind durch
-X EX,-X [1+62)X +y, X, +d . X
2 37 2.'273 73170
2 3 "
det X, ux X, -(1+e )X1+(7€-Y1)X3+d32X0 =0 (6)

3
X4 AX0_8X1 —Y2X1+(7€+Y1)X2+d33xo

gekennzeichnet. Liegt fiir t = 0 in (1) ein Zwanglauf % /' vor,

der von einem Zwanglauf mit durchwegs ebenen Punktbahnen

1)

Solche Zwangliufe werden wir E - Zwangl#ufe nennen. Sie

wurden unter anderem von G. DARBOUX [2], G.R.VELDKAMP [11]
und H. VOGLER [12] studiert.
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hyperoshulient wirnd, so ist (6) fiur alle Punkte des Gangraumes

Z erfiillt. Ist das nicht der Fall, so stellt (6) im allgemeinen
eine Flidche dritter Ordnung dar, die wir HenkelpunktsfLdche X(0)
von £ / ="' zum Zeitpunkt t = O nennen wollen. X(0) kann auch
zenfallen, wobei fir uns nur ein Typ von Bedeutung ist

X(0) zengdllt in die Fernebene w und einen wedlteren Bestand -
teil X*(O) : Dies ist mit (6) genau fir e = Y1 =Y, = 0 der
Fall, was zur Folge hat, dafl der Zwanglauf (1) zum Zeitpunkt

t = 0 von einer Zylinderschrotung hyperoshulient wird (vgl.

1 .
[1, S. 312 ff.]) X*(O) ist dann entweder ein Drehzylinder

parallel zur Momentanachse a(0) - der auch in zwei konjugiert
komplexe Ebenen zerfallen kann - oder besteht nur aus einer

zur Momentanachse parallelen reellen Ebene.

Die Fernkurve k(0) der Henkelpunktsflidche X(0) (6) wird im

allgemeinen durch
x =0, ((x)2+(x)%) (-y.x,+Ce+y )x.)-3.e%%x.,x.x.=0 (7)
o 1 2 Vot T ZETYJXp 0B Xy Koy

beschrieben. Sie besitzt fir (e,y1,y2)#(0,0,0) stets einen
Doppelpunkt Au(O) im Feanpunkt der Momentanachse a(0) (vgl.
[1, S. 214]). Nach kurzer Diskussion der Gleichung (7) er-
kennt man unschwer, dafl fir (e,y1,yz)#(0,0,0) k(O) hochstens

drei verschiedene Doppelpunkte trdgt. Ebenso zeigt man
rasch, daf im Fall € = A = o = O (oskulierende Zylinderrol-

lung) die ganze Wendepunktsflidche W(0) (5) Teil der Henkel-

punktsfliche X(0) ist (vergleiche Abb.1).

|abbildung 1

1) Zylinderschrotungen wurden vor allem von A. SCHONFLIES [10]

eingehend studiert.




2. BOSCHUNGSLINIEN ALS BAHNKURVEN

Ein CS— Kurvenstiick ¢ des reellen dreidimensibnalen euklidi-
schen Raumes EB’ das durch (xo'(t):x1'(t):x2'(t):x3'(t))
(x,'(t) € C°; t € (-=,+=); i = 0,1,2,3) gegeben ist, heift

Boschungslinie, wenn flir alle Punkte P von c das Verh#ltnis
von Krimmung w(t) und Torsion T (t)

“(t) - konst. € R Vte (-o,+x) (8

T(t)

ist. Diese Kurven sind unter anderem dadurch gekennzeichnet,
daBl ihre Tangentenflichen einen Richtdrehkegef oder eine

Richtebene besitzen (vgl. [5, S. 154 £f.]) T).

Im folgenden werden wir euklidische Zwangldufe z/3' (1),
deren Punktbahnen durchwegs Bdschungslinien sind, als
Bischungslinien - Zwangldufe ansprechen. Da alle ebenen
Kurven B6schungslinien sind, existieren folgende Beispiele

solcher B&schungslinien - Zwangldufe

Satz 1

ALLe ndumlichen Zwangldufe mit durchwegs ebenen Bahnkurven
(E - Zwanglduge) s4ind Bischungslindien - Zwangldufe des dredi-
dimensionalen euklidischen Raumes E3; ebenso alle euklidischen

Schiebungen Rings edner festen Boschungslindie.

) .. . .
t Boschungslinien des E3 wurden vielfach studiert. So z.B.

von H. SCHAAL in [8] und [9] bzw. von W. WUNDERLICH in [13]
und [14]. Weitere Literatur zu diesem Themenkreis findet sich

tn [6] bzw. [7].




Ist nun das C3 - Kurvenstiick ¢ eine Bdschungslinie, fiir die
an einer Stelle to € (-=,+x) wohl T(to) = 0, nicht aber
u(to) = 0 gilt, so ist c mit (8) eine ebene Kuxave. Wenn (1)
einen von den in Satz 1 genannten verschiedenen Bdschungs -
linien - Zwanglauf darstellen soll, miissen daher bei (1)
alle Punkte P der Henkelpunktsfldche X(0) (6), die nicht
gleichzeitig der Wendepunktskurve w(0) angehdren, ebene
Bahnkurven besitzen; X(0) muB in £ stationidr sein. Nur wenn
w(t) im ganzen betrachteten Zeitraum t € (-«,+x) eine Fliche
zweiter Ordnung W(t) (5) wird, und der Zwanglauf = / z=' da-
her stets von einer Zylinderrollung oshulient wird, ist die-
ser SchluBl nicht zuldssig. Dann liegt aber in (1) eine Zylin-
dennollung vor, bei der X(t) stets den ganzen Gangraum I um-

faBt. Es gilt somit der

Satz 2

Bed Bischungslinien - Iwangldufen des dreidimensionalen
euklidischen Raumes E3 missen die Henkelpunktsfldchen X(£)
bzw. alle Zerfallskomponenten von X{t) im Gangraum T Atati-

ondn sedn.

Wir haben in Abschnitt 1 festgestellt, dafB fir (e,Y1,y2)#
#(0,0,0) die Fernkurve k(0) der Henkelpunktsfldche X(0) (6)
einen Doppelpunkt im Momentanachsenfernpunkt Au(O) hat. Soll
nun X(t) im Gangraum I stationdr sein, so muB wegen des dis-
kreten Auftretens der Doppelpunkte von k(O) (vgl. Abschnitt
1) das Gangaxoid ein Zylinder mit Feanpunkt Au(O) sedn -

der Zwanglauf £st damit eine Zylindenschrotung. Wir erhalten

so den




Satz 3

Die von den 4in Satz 1 genannten verschiedenen Bischungs i -
nien - Zwangldufe des dreidimensionalen euhlidischen Raumes
missen Zylinderschrotungen mit gangfesten Henkelpunkts §Liche

X*(t) = X* sedn.

Zylinderschrotungen k6énnen wir nach [1, S. 312 ff.] in der

Normalform

xo'(t)=xo
x1'(t)=xo.d(t)+x1.cos t —xz.sin t -

1 = :
X, (t) xo.e(t)+x1.51n t *X,.cos t

xs'(t)=xo.f(t) * Xg

ansetzen, wobei d(t), e(t) und f(t) reelle analytische Funk -

tionen von t € (-=,+=) sein sollen. AuBerdem seien die An -

fangsbedingungen
d(0) = e(0) = £(0) = 0O
. . (10)
d(0) = e(0) =0
erfullt ''. Da £(t) nicht fir alle t € (-w,+o) Null werden
kann - (9) widre dann ein hier uninteressanter E - Zwanglauf-,

konnen wir
F(t) #0 vt e (tost;) i= T € (m=,+=) (0€T)  (11)

annehmen. Wir versuchen nun, d(t), e(t) und £(t) so zu be -
stimmen, daB (9) einen von E - Zwanglidufen verschiedenen

Bdschungslinien - Zwanglauf darstellt.

t' Durch Punkte werden wir Ableitungen nach t kennzeichnen.




Den Punktbahnen von (9) sind zum Zeitpunkt t € T Bahntan -

genten mit den Fernpunkten Q(t;x_:x

0 1:X

2:x3)

(O:xod(t)-x1sin t ~X,C0s t:xoe(t)+x1cos t —xzsin t:xof(t))(TZ)

zugewiesen, die stets die gesamte Fernebene w erfiillen. Fir
festes (XO:X1:X2:X3) (XO#O) bilden die Punkte Q(t;xo:x1:x2:x3)
eine Fernkurve q(XO:X11X2!X3), die als Fernkurve der Tangenten-
4Ldche der Bahnkunrve des Punkites (xo:xl:xz:xg) beld (9) anzu -
sehen ist. Den Punkten des absoluten Kegelschnitts m (2) ent-
sprechen dabei im Gangraum I zum Zeitpunkt t € T Punkte

(xozi1:i2:i3), die

(X d(t)-%,sin t -X,cos t)+ (X e(t)+X,cos t -X.sin t)%+
0 1 2 0 1 2 (13)
¢ (% E(1))% = 0
erfiillen. Sie gehGren wegen %(t) # 0 in T stets einem komple-

xen Drehzylinden A(t) des Gangraumes £ an. Die Momentanachse

a(t) des Zwanglaufs (9) ist Drehachse dieses Drehzylinders.
Da (9) kein E - Zwanglauf sein soll, ist damit A(t) fir teT
stets von der Henkelpunktsflidche X* unseres Béschungslinien-

Zwanglaufs (9) verschieden und auch nicht Teil von X*. Mit

-i1sin t —izcos t +d(t).X

si.%(t).cos ® o

i.£(t).sin @ := X,cos t -X,sin t re (t).X, (14)

(w - %,
((o,0)€e RZ; i2 = -1) erhdlt A(t) die Parameterdarstellung
(1:1.f(t)sin(e-t)+d(t).sin t -e(t).cos t o)

:—i.f(t)cos(w-t) +é(t).sin t +é(t).cos t ).

Bei einem B&schungslinien - Zwanglauf (9) miissen die Fern -

kurven q(xo:x1:x2:x3) (XO%O) stets eine Gerade oder einen




Kreis im Sinne der vom absoluten Kegelschnitt m (2) in der
Fernebene w induzierten elliptischen MaBbestimmung darstel-

len. Tangenten an q(XOIXTZXZIXS) werden durch r(t,q)=

= [Q(t;xozx1:xzzxs),Q(t;xO:x1:xzzxs)] mit Q(t;xozx1:x2:x3)
(Ozxoa(t)—x1cos t +xzsin t:xoé(t)-x1sin t -X,COs t:f(t)) (16)

festgelegt.

|Abbildung 2]

Den Punkten (iozi1:i2:i3) des Drehzylinders A(t), die nicht
gleichzeitig X* angehdren, entsprechen so Punkte Q(t;iozi1:
izzis) auf a(iozi1:i2:i3), die zum Zeitpunkt t dem absoluten
Kegelschnitt m angehdren. Ist (9) ein BOschungslinien - Zwang-
lauf, aber kein E - Zwanglauf, so mlissen die Tangenten r(t,q)
von a(iozi1:i2:i3) zum Zeitpunkt t den absoluten Kegelschnitt
m berithren. Das hat zur Folge, daB alle Punkte von A(t), die
nicht X* angehdren, zum Zeitpunkt t Minimalebenen als Bahn -

schmiegebenen besitzen. Q(t;iozi X :is) wird in diesem Fall

i
durch
(0:i.£(t).cos @ : i.£(t).sin @ : £(t)), (17)
Q(t;xo:x1:x2:x3) durch

(0:-i.f(t)sin o +&(t)+d(t):i.f(t)cos o -d(t)+e(t):

.. 8)
()

beschrieben, woraus folgt, daB (9) nur dann ein Bdschungs -
linien - Zwanglauf ist, wenn

(e(t)+d(t)).cos @ + ((t)-d(t)).sin o = i.£(t)  (19)

fiir alle @ € R und t € T erfillt ist. Auswertung von (19)
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liefert

E(t) = 0, e(t)+d(t)=0, e(t)-d(t)=0 v t € T, (20)
woraus mit den Anfangsbedingungen

d(t) = e(t) = 0, f(t) = p.t (t € T) (21)

. . . ) .
mit einer reellen Integrationskonstanten p folgt.f Damit

gilt der folgende

Satz 4

Neben den euklidischen Zwangldufen mit durchwegs ebenen
Bahnkurven und den Schiebungen Lings Bischungslinien sind
nur noch ednparametrige Schraubungsgruppen zu den Bischungs-
Linden - Iwangldufen des dredidimensionalen euklidischen Rau -

mes 63 zu zdhtlen,

T Fir p = O stellt sich eine einparametrige Drehungsgruppe

ein, die zu den E - Zwangl&dufen zu zdhlen ist.
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CONSTANT - SLOPE - MOTIONS

0.ROSCHEL

Abstract. It is shown, that the only motions of the three-
dimensional euclidean space E3 with the property, that all
point - paths are curves of constant slope, are translations
along a fixed curce of constant slope, motions for which all
point - paths are plane curves or oneparametric groups of

SCTEews.
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Abbildung 2

Die Bahnkurve von P soll Bdschungslinie sein; die Fernkurve g
der Tangentenfliche dieser Bahnkurve ist damit ein Kreis im

Sinne der in der Fernebene w herrschenden elliptischen Metrik.




