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Das Studium von Polyedern ist in Verbindung mit dem Einsatz von CAD — Paketen ein loh-
nendes Gebiet fiir den Schulunterricht. Es verbindet raumgeometrische Uberlegungen und
Konstruktionen mit Methoden der analytischen Geometrie. Die vorliegende Arbeit soll anhand
der Erstellung sogenannter verallgemeinerter Antiprismen Anregungen fir Projekte zu diesem
Themenbereich geben. Sie bestehen wie die Antiprismen aus zwei kongruenten regularen n-
Ecken als Basis- und Deckfassetten, wahrend ihre Seitenfassetten aus 2n kongruenten Funf-
ecken gebildet werden. Wir werden Erzeugungen dieser Polyeder angeben, ihre Symmetrien
studieren und uns dann besonderen Beispielen zuwenden. Wir geben an, unter welchen Be-
dingungen alle Kanten dieser Polyeder gleich lang sind (und daher ein Stabmodell aus gleich
langen Staben realisierbar ist). Weiters werden wir zeigen, dass fir jedes n Beispiele existie-

ren, bei denen alle Kanten des Polyeders eine gemeinsame Kugel berihren.

1. Einleitung. Gegeben sei ein regelmafiges n-
Eck (n > 2) mit Drehachse d und eine Kopie, die
um die Achse d um den halben Zentriwinkel des n-
Ecks verdreht und 1dngs d verschoben wurde. Da-
mit liegen Boden- und Deckelfassette eines Anti-
prismas vor, dessen Seitenfassetten aus 2n kon-
gruenten Dreiecken gebildet werden. Modellieren
lasst sich das Antiprisma durch Extrusion der Bo-
denfassette (n-Eck) zu einer geeigneten regularen
Pyramide bzw. zu einem Pyramidenstumpf. Nach
geeigneter Drehspiegelung mit Achse d und ge-
eigneter Schiebung langs d entsteht daraus ein
kongruenter Pyramidenstumpf, der im Durchschnitt
mit dem ersten ein Volumsmodell eines Antipris-
mas ergibt (Abb. 1). Seine Seitenfassetten sind
neben den reguldren n-Ecken in den Ebenen nor-
mal zu d noch 2n kongruente, gleichschenkelige
Dreiecke.

Abb. 1: Antiprisma

Wird die Schiebung langs d nicht wie oben ge-
wahlt, kann im Durchschnitt ein Polyeder entste-
hen, dessen Seitenfassetten aus 2n kongruenten
Finfecken gebildet werden. Diese Polyeder wer-

den hier als ,verallgemeinerte Antiprismen’ an-
gesprochen und sind Gegenstand der folgen-
den Uberlegungen. lhre Fassetten sind die bei-
den n-Ecke und 2n kongruente ,Seitenflinfecke’
bilden.

Diese verallgemeinerten Antiprismen sind ein
lohnendes Objekt flirs Modellieren in CAD-
Paketen sowie fir geometrische Untersuchun-
gen, die durchaus im Schulunterricht der DG
durchgefihrt werden kénnen. Die Abbildungen
2 und 3 zeigen Beispiele dieser zwei Varianten.

Abb. 2: Verallgemeinertes Antiprisma

Dabei existieren konvexe und nicht konvexe
Spielarten — ja nachdem, ob die Boolesche
Operation Durchschnitt oder Vereinigung ein-
gesetzt wurde. Auf den nicht konvexen verall-
gemeinerten Antiprismen sind die Seitenfiinf-
ecke nicht konvex.
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Abb. 3: Verallgemeinertes Antiprisma

Abb. 4: Normalriss in Richtung von d

Abbildung 4 zeigt den typischen Normalriss eines
verallgemeinerten Antiprismas in Richtung der
Achse d (Grundriss).

2. Symmetrien der verallgemeinerten Antipris-
men. Allen verallgemeinerten Antiprismen gemein-
sam sind Drehsymmetrien mit der Achse d (Winkel
360°/n und ganzzahlige Vielfache) sowie Spiegel-
symmetrien: Jede Ebene durch d und eine Ecke
oder einen Kantenmittelpunkt des reguldren n-
Ecks der Basis (oder des Deckels) ist Symmetrie-
ebene des Polyeders (sie erscheinen in Abbildung
3 projizierend). Es existieren auch Drehspiegelun-
gen (Achse d) und 180°-Drehungen um zu d or-
thogonale Drehachsen des Polyeders in sich. Die-
se Drehachsen ftreffen die Kanten des ,mittleren
Zick — Zack - Bandes’ des verallgemeinerten Anti-
prismas in ihren Mittelpunkten. Fir spezielle Ab-
messungen kénnen auch weitere Symmetrien auf-
treten.

3. Verallgemeinerte Antiprismen mit Kantenku-
gel. Wir werden nachweisen, dass fur jedes n > 2
bis auf Ahnlichkeiten genau ein verallgemeinertes
Antiprisma mit ,Kantenkugel’ (alle Kanten des Po-
lyeders beriihren eine gemeinsame Kugel) exis-

tiert. Diese verallgemeinerten Antiprismen las-
sen sich einfach als Stabmodelle aus prismati-
schen Staben mit regularen Vielecken als
Querschnitt realisieren. Es muss das Prisma
einzig durch die Spiegelung an der durch den
Kugelmittelpunkt und die jeweilige Kante lau-
fende Ebene in sich Ubergefihrt werden (vgl.
[5, S. 419 f]). Die Abbildungen 5 und 8 zeigen
Beispiele fir n = 4 und fiir n = 6.

Abb. 5: Verallgemeinertes Antiprisma mit
Kantenkugel — Stabmodell mit prismati-
schen Staben furn =4

Konstruktion (vgl. Abb. 6 und 7): Wir gehen da-
von aus, dass eine Kantenkugel existiert. Die
Kanten des ,Zick-Zack-Bandes’ CDE... berih-
ren diese Kugel in den Punkten eines Grol3-
kreises. Die BerUhrpunkte liegen in den Mitten
dieser Kanten (in Abbildung 6 durch kleine Ku-
geln gekennzeichnet) und bilden ein regulares
2n-Eck auf diesem GroRkreis der Kantenkugel
(nur die untere Halfte wurde abgebildet). Dieser
GroRkreis liegt parallel zu den Ebenen der re-
gularen n-Ecke des Bodens und des Deckels.

Abb. 6: Konstruktion eines verallgemeiner-
ten Antiprismas mit Kantenkugel — Schritt 1

Die vom Zick-Zack-Band ,nach oben’ bzw.
,nach unten’ weisenden Flinfeckskanten mus-



sen aus Symmetriegrinden die Ebene dieses 2n-
Ecks in den Verlangerungen der Kanten des 2n-
Ecks schneiden (einer dieser Schnittpunkte ist mit
einer Kugel markiert). Wird aus einem dieser Punk-
te die in der Symmetrieebene des Polyeders gele-
gene Kugeltangente bestimmt (der Schnittkreis der
Kugel mit der Symmetrieebene und einer der Be-
rihrpunkte sind in der Abbildung markiert), so liegt
damit eine der nach oben oder unten weisende
Kante des Polyeders fest.

Durch 3 BerlUhrpunkte ist nun der Inkreis einer
Finfecksfassette fixiert (Abbildung 7). Parallel zum
2n — Eck der anfanglich verwendeten Berihrpunk-
te liegt das n-Eck des Deckpolygons tangential an
diesen Inkreis (sein Berthrpunkt ist wieder mit ei-
ner kleinen Kugel markiert). Damit sind Deck- und
Bodenfassette wohlbestimmt.

Diese Konstruktion ist bis auf Ahnlichkeiten eindeu-
tig. Wir fassen in folgendem Resultat zusammen:

Zu jedem n>2 existiert bis auf Ahnlichkeiten ein
eindeutig bestimmtes verallgemeinertes Antipris-
ma, bei denen alle Kanten eine feste Kugel bertih-
ren.

Die Abbildungen 6 und 7 zeigen ein Volumsmodell
eines so bestimmten Polyeders, aus dem die Kan-
tenkugel herausgeschnitten wurde.

Abb. 7: Konstruktion eines verallgemeinerten An-
tiprismas mit Kantenkugel - Schritt 2

Ein Beispiel fir ein Stabmodell zu einem verallge-
meinerten Antiprisma mit Kantenkugel zu n = 6
zeigt Abbildung 8.

Abb. 8: Stabmodell eines verallgemeinerten
Antiprismas mit Kantenkugel

4. Seitenfinfecke mit gleicher Kantenlange.
Wir wollen Uberlegen, dass es mdglich ist, alle
Seitenfiinfecke eines verallgemeinerten Anti-
prismas mit einer einzigen Kantenlange auszu-
flhren.

Zur Klarung dieser Frage wahlen wir ein geeig-
netes kartesisches Koordinatensystem (vgl.
Abb. 3): Die Drehachse des Polyeders liege in
der z-Achse, die [x,y]-Ebene sei die Spiegel-
ebene fir die Drehspiegelungen, die das Objekt
in sich Uberfiihren. Eine Ecke des Bodenvie-
lecks liege in der [x,z]-Ebene. Wir verwenden
die Bezeichnungen der Abbildung 3. Nach
Ausiiben einer Ahnlichkeit ist es mdglich, den
Umkreisradius des n-Ecks der Deckelebene
(Mitte auf d, Ecken A, B usw.) auf 1 zu setzen.
Dann haben wir

A(cosa,-sina, c), B(cosa,sing, c),

C(acosa,asina, b), E(acosa, —asina, b),
D(a, 0, —b)

mit «=180°/n und geeigneten Héhen a, b eR

und dem Umkreisradius ¢ eR™ des reguldren
2n-Ecks (C'D’E'...). Das ergibt

0 (a—1)cosa a(1-cosa)
AB=| 2sina |, BC=| (a-1) sina | CD=| -asina
0 b-c -2b

Das Funfeck ABCDE ist genau dann eben,

—_——— ——

wenn det(AB,BC,CD)=0 gilt, was wegen
sin180°/n=0 flr n>1 auf die Beziehung

(1) a(b-c)+(ab+ac-2b)cosa=0

fuhrt. Die Forderung der Langengleichheit er-

—2 —2
gibt fir AB = BC die Bedingung



(2)  c=bty4sin?a—(a-1?,

—2 —2
wahrend AB = CD auf die Bedingung
(3) 2b%=(1-cosa)(2+2cosa—a?)

fihrt. Wird die Lésung fur ¢ aus (3) in (1) einge-
setzt, so erhalten wir

2bcosa(a-1)=

4
&) :J_ra(1—003a)\/4sin2a—(a—1)2.

Daraus und unter Verwendung von (3) erhalten wir
schliellich nach einigen Umformungen unter Be-
rucksichtigung von cos a=cos(180°/n)=—-1 (fur al-
le n>2) die folgende Gleichung flir die Bestimmung
von a:

fa):=a®(a+1)(a-3)(1- 2 cosa) +

(5) ,
+4cos” a(1-2a)=0.

Dies ist i.A. eine Gleichung 4. Grades fir die Vari-

able a. lhre Lésungen werden wir nun bestimmen

und dann aus Gleichung (2) und (3) b und c ermit-

teln. Da a<-2 in Gleichung (2) mit n>2 wegen

sin(180°/n) <1 auf 4sina—(a—-1)° <0 und da-
her komplexe Werte fiir c-b fuhrt, kann fir etwaige
Ldsungen a<-2 kein reelles Polyeder konstruiert

werden. Lésungen a<-2 kénnen wir daher im Fol-
genden von unseren Betrachtungen ausschliefden.

Abb. 9: Die ,degenerierte’ Lésung firn =3

Zwei Sonderfalle diskutieren wir vorab:
Sonderfall n = 3:
Dann ist cosa=cos(180°/3) =1/2 . Die Gleichung

(5) nimmt die Sonderform

(6) g(@):=1-2a=0

mit der einzigen Lésung a = 1/2 an. Das so
entstehende verallgemeinerte Antiprisma ist
einspringend und gehért nach (2) und (3)

b=¢x/ﬁ/2, c=0. Es ist insofern degeneriert,

als bei diesem Objekt die Seitenfiinfecke in je
zwei Dreiecke zerfallen. Abbildung 9 zeigt die-
ses Beispiel.

Sonderfall n = 4:
Hier ist cosa=cos(180°/4) =+/2/2 . Die Glei-

chung (5) besitzt zwei reelle Lésungen a; = -
2.10885 und a, =0.696039 (gerundet) sowie ein
Paar konjugiert komplexer Lésungen. Da die
Lésung a; < -2 fir unsere Antiprismen nicht zu-
I&ssig ist, bleibt nur die Nullstelle a; als interes-
sant. Sie liefert ein eingedricktes Antiprisma
(siehe Abb. 10).

Abb. 10: Die Lésung fiirn = 4

Der ,allgemeine Fall’ n > 4;
Wir diskutieren vorab den zum ,goldenen

Schnitt’  ag :=(1+«/§)/2 gehodrenden Funkti-
onswert

(7) f(ag)=-(5+2v5)(1-2cosa)-4+/5 cos? a

und ermitteln cosa so, dass f(ag) = 0 gilt. Wird
f(ag) als Polynom in cosa aufgefasst, so be-
sitzt dieses die Nullstellen cosey :(1+\/§)/4
und cosay :(3+\/§)/4 ~ 3.23607 . Die erste
Nullstelle fuhrt wegen 2cos(180°/5)=ay auf

den zu n = 5 gehérenden Winkel «4=180°/5,
zur zweiten gehdrt kein reeller Winkel.



Abb. 11: Plot von f(a) fiir n = 6 und
acl-2.2,2.5]

Wir suchen nun reelle Nullstellen des Polynoms 4.
Grades f(a) (5) (vgl. Abb. 11). Fir n > 4 qilt

cosa=cos180°/n >x/§/2 und daher

f(-3) <0 vn>4
f(-2)=20(1-cosa)’>0 Vn>4
(8) f(0) = 4cos® & >0 vn>4
f(1)=—4(1-cosa)><0  Vn>4
f(3)=—20 cos’a <0  Vn>4

Da f(ag)far n =5 gleich 0 und fir alle n > 5 grofer
als 0 ist, gilt zusatzlich

f(ag)=—(5+2v5)(1-2cosa)-

(9)
~45c08°a >0 Vn>4.

Die Funktion f(a) ist stetig und besitzt mit (8) und

(9) daher in den Intervallen (-~,-2), (0,1) und zu-

satzlich in (1,ag] sowie [ag,3) fUr n>4 reelle Nullstel-

len. Die negative Nullstelle < -2 kommt fur uns

nach obigen Uberlegungen nicht in Betracht.

Die anderen Nullstellen sind fiir alle verallgemei-
nerte Antiprismen mit n>4 reell. Fir sie ist auch die
Differenz c-b reell. Die Nullstelle im Intervall (0,1)
fahrt auf ,eingedriickte Versionen®, die in (1,a4]
sowie [ag,2) auf konvexe Polyeder. Genau firn =5
ist aq doppelt zahlende reelle Nullstelle von f(a).

Dies fassen wir in folgendem Resultat zusammen:
Zu jedem n>2 existieren reelle verallgemeinerte
Antiprismen, bei denen alle Kanten eine feste Lan-
ge besitzen. Eingedriickte Versionen existieren fur
alle n>2, konvexe fir jedes n>4. Das einzige kon-
vexe Polyeder zu n=5 ist das regulare Pentagon-
dodekaeder. Fir n>5 gibt es stets zwei konvexe
verallgemeinerte Antiprismen mit einheitlicher Kan-
tenlange.

n | Nullstellen (gerundet):

5 | -2.03225, 0.79618, 1.61803 (dop-
pelt)

6 | -2.01353, 0.854236, 1.24391,
1.91538

7 | -2.00677, 0.890803, 1.15505,
1.96092

8 | -2.00379, 0.915263, 1.10974,
1.97879

9 | -2.00229, 0.932399, 1.08256,
1.98734

10 | -2.00147, 0.944852, 1.06469,
1.99193

Die obige Tabelle 1 enthdlt numerische Werte
fur die Nullstellen von f(a) flr niedere Werte n.
Abbildung 12 enthalt die Darstellung der beiden
konvexen Ldsungen fur n = 6. Fir n—ow be-

sitzt f(a) die Nullstellen £2 und 1 (doppelt).

Abb. 12: Die beiden konvexen Lésungen flr
n==6

Zusatz: Fir welches n gelingt es, alle Seiten-
finfecke sogar regular auszufilhren? Die Sei-
tenfassette ABCDE besitzt in allen unseren Fal-
len eine Symmetrieachse durch den Punkt D.
Das Filinfeck mit der gleichen Kantenlange ist
daher regular, wenn zusatzlich zu (4) fir das
—2 —2
Verhaltnis der Kantenlangen CE : AB = ag2
gilt (Goldener Schnitt). Auswertung dieser Be-
ziehung liefert

(10) a=tagy.

Die positive Lésung filhrt nach obigen Uberle-
gungen zu n = 5. Das so bestimmte verallge-
meinerte Antiprisma mit durchwegs regularen
Seitenflinfecken ist daher das regulare Penta-
gondodekaeder.

5. Zusammenfassung. Wir haben in diesem
Manuskript einige interessante Eigenschaften
sogenannter ,verallgemeinerter Antiprismen’
angegeben. Sie bestehen aus zwei verschie-



denen Fassettentypen: Zwei regulare n-Ecke als
Boden und Deckel sowie 2n kongruente Flinfecke
(mit einer Spiegelachse).

Die Bestimmung der Beispiele mit einer einzigen
Kantenlange lasst sich analytisch leicht angeben
und fihrt auf die Ermittlung der Lésungen einer po-
lynomialen Gleichung 4. Grades. Schoén und Uber-
raschend ist, dass unabhangig von der Anzahl n
der Ecken des reguldaren Polygons des Bodens
und des Deckels des Polyeders Aussagen Uber die
Existenz reeller Losungen dieser Gleichung mog-
lich sind. Eine Kurvendiskussion liefert die Argu-
mentation zum Nachweise dieses Sachverhalts.

In einem weiteren Abschnitt der Arbeit wird eine
konstruktive Losung zur Ermittlung jener Polyeder
dieser Klasse angegeben, bei denen alle Kanten
eine gemeinsame Kugel berthren.

Die Arbeit soll als Anregung aufgefasst werden,
anhand dieser Beispiele geometrische Uberlegun-
gen in Kombination von analytischen und konstruk-
tiven Methoden durchzufiihren und beim Modellie-
ren in CAD-Paketen einzusetzen.
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Abb. 13: Verallgemeinertes Antiprisma mit
verkleinerter Kantenkugel




