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Abstract

Das Studium von reguldren Polyedern und Ornamenten wird mit dem Einsatz von CAD — Paketen
wieder ein lohnendes Gebiet fir den Schulunterricht. Im Vordergrund kénnen nun die Einsicht in die
raumliche Struktur und Symmetrie der geometrischen Objekte stehen. Den Aufwand der Darstellung
Ubernimmt das CAD — Paket. Die vorliegende Arbeit soll diese Uberlegungen anhand der
beispielhaften Erstellung von Ornamenten und Stabmodellen der Ikosaedergruppe demonstrieren.

1. Einleitung

Abbildung 1 zeigt ein C-60-Molekil. Vom
geometrischen Standpunkt interessant ist
seine hohe Symmetrie, die durch die
Ikosaedergruppe erzeugt wird. Das zugehdrige
regulare Ikosaeder ist in der Abbildung mit
dargestellt. In der vorliegenden Arbeit wird der
Aufbau dieser Transformationsgruppe® studiert
und zur Erzeugung von Ornamenten und
Stabmodellen herangezogen. Dabei sind
abstraktes Denken und ein strukturiertes
geometrisches Arbeiten mit
Kongruenztransformationen im Raum
unverzichtbar.

Allgemein bestimmt jedes regulare Polyeder
eine Gruppe von automorphen
Kongruenztransformationen. Anwendung aller
Transformationen dieser Gruppe auf ein
geometrisches Ausgangsobjekt erzeugt ein
Ornament der Gruppe. Hier soll klar zwischen Abb. 1: C-60-Molekdl

dem geometrischen Grundobjekt und den
Transformationen der Gruppe unterschieden
werden.  Mittels eines  hierarchischen
Aufbaus der Transformationsgruppe
Ubersichtlich und ékonomisch zu arbeiten.

Die vorliegende Arbeit soll das obige Anliegen
bei der Erstellung von Ornamenten und

Stabmodellen der lkosaedergruppe I
demonstrieren.

! Die hier verwendete Ikosaedergruppe I
enthalt bereits 60 gleichsinnige
Kongruenztransformationen.
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Abb. 2: Netz eines regularen
Ikosaeders mit Klebelaschen

Sie folgt Beispielen, die im Rahmen des
Seminars .Neuer Oberstufenlehrplan
Darstellende Geometrie* (2004/05) eingesetzt
wurden. Fur die folgenden Uberlegungen ist
ein Modell des reguldren Ikosaeders
hilfreich. Es lasst sich einfach aus einem Netz
aus (kongruenten) gleichseitigen Dreiecken
herstellen, die etwa der Anordnung von Abb.2
genugen.

In CAD — Paketen lasst sich Beides leicht mit
Hilfe von Blécken bzw. Modellen realisieren.?

Wir wollen im Folgenden ein reguléres
Iksoaeder mit einem CAD-Paket erzeugen und
kurz seine Symmetriegruppe studieren. Wir
werden eine hierarchischen Aufbau
geschachtelter  Modelle  (bzw.  Blécke)

vorstellen, der die gleichsinnigen
Kongruenztransformationen der
Ikosaedergruppe in CAD-Paketen einfach
implementiert. Danach werden wir

,Grundobjekte®  diesen  Transformationen
unterwerfen. Als Beispiele werden wir
Pflasterungen und Stabmodelle zur
Ikosaedergruppe erzeugen.

2. Erzeugung der Ecken eines regularen
Ikosaeders in einem CAD- Paket
(Vorschlag):

% Die in der Arbeit gezeigten Abbildungen
wurden mit den CAD — Paketen AutoCAD bzw.
MicroStation hergestellt.
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Abb. 3: Eine Erzeugung der Ecken eines
reguléaren Ikosaeders

Die Ecken eines regularen Ikosaeders lassen
sich als Ecken dreier geeigneter kongruenter
Rechtecke gewinnen: Erstellen Sie ein
Rechteck, dessen Seitenverhéltnis a:b dem
Goldenen Schnitt entspricht (Breite b, Lange

a=b(1+\/§)/2). Durch zwei 90°-Drehungen

positionieren wir ein zweites Rechteck
(Drehachse jeweils in einer Mittenlinie des
Rechtecks — erste Drehachse parallel zur
langen Seite des Rechtecks - siehe Abb. 3).
Durch analoges Weiterdrehen entsteht daraus
das dritte. Das regulare Ikosaeder ist die
konvexe Hiulle dieser Rechtecke und wird am
gunstigsten aus kongruenten Positionierungen
gleichseitiger  Dreiecke erzeugt. Der
gemeinsame Mittelpunkt M der Rechtecke ist
auch der Mittelpunkt des regularen Ikosaeders.



3. Die Ikosaedergruppe I

Die Menge der Konguenztransformationen, die
das gegebenen regulare lkosaeder in sich
transformieren, bildet eine Gruppe. Sie wird als
volle lkosaedergruppe I, (I, = {Menge aller
Kongruenztransformationen des regularen
Ikosaeders mit Einschluss der
ungleichsinnigen Kongruenztransformationen}
- #( I;) = 120) bezeichnet.

Fur genaueres Studium der Elemente der

Ikosaedergruppe I, sei auf die angegebene
Literatur [], [], [] verwiesen.

Wir geben einen kurzen Uberblick iber einige
wichtige Eigenschaften:

Die volle Ikosaedergruppe I, enthalt
ungleichsinnige und gleichsinnige
Kongruenztransformationen: Die
gleichsinnigen Kongruenztransformationen
bilden eine Untergruppe I in I, die als
Ikosaedergruppe bezeichnet wird. Die

Ikosaedergruppe I enthalt die folgenden 60
Elemente:

1) Die ZkT” - Drehungen (k = 1,2,3,4,5) um

die Verbindungsgeraden der
Ikosaederecken mit dem Ikosaeder-
Mittelpunkt (z.B. al) fihren das lkosaeder
in sich Uber. Die entsprechende
Drehachse wird als funfzahlige Achse
bezeichnet und enthalt die
gegenuberliegende Polyederecke. Fur k =
5 erhalten wir die Identitdt id. Die
funfzahligen Achsen stimmen genau mit
den 6 Diagonalen der zur Erzeugung des
Ikosaeders verwendeten Rechtecke
tiberein. Damit haben wir 4-6 = 24 von

der Identitat verschiedene Drehungen
gefunden.

Abb. 4: Einige Kongruenztransformationen der
vollen lkosaedergruppe

2) Die ZkTﬂ - Drehungen (k = 1,2,3) um die

Verbindungsgeraden der Mittelpunkte der
Ikosaederfacetten mit dem lkosaeder-
Mittelpunkt (z.B. b1) fihren das lkosaeder
in sich (ber. Die entsprechende
Drehachse wird als dreizéahlige Achse
bezeichnet und enthalt den Mittelpunkt der
gegeniberliegenden Ikosaederfacette. Fir
k = 3 erhalten wir die Identitat id. Die 20
Facetten bestimmen auf diese Art 10
Drehachsen - damit haben  wir
2-10 = 20 weitere von der Identitat

verschiedene Drehungen gefunden.
krz

3) Die 2 - Drehungen (k = 1,2) um die
Verbindungsgeraden der Mittelpunkte der
Ikosaederkanten mit dem Ikosaeder-
Mittelpunkt (z.B. cl) fihren das Ikosaeder
in sich Uber. Die entsprechende
Drehachse wird als zweizéhlige Achse
bezeichnet und enthélt den Mittelpunkt der
gegenuberliegenden lkosaederkante. Fur k
= 2 erhalten wir die Identitat id. Die 30
Kanten bestimmen auf diese Art 15
Drehachsen - damit haben wir die
restlichen 15 von der Identitat
verschiedenen Drehungen gefunden.

4) Die ldentitdt id erganzt die aufgezahlten

Drehungen zur Ikosaedergruppe I.

Die volle Ikosaedergruppe I, enthalt
zuséatzlich 60 ungleichsinnige
Kongruenztransformationen (Spiegelungen
und Drehspiegelungen). Sie koénnen durch
Zusammensetzung der gleichsinnigen
Kongruenztransformationen mit einer festen
Ebenenspiegelung gewonnen werden. Als
Spiegelebene kann dabei eine den lkosaeder-
Mittelpunkt mit einer Kante verbindene



Symmetrieebene des lkosaeders dienen (z.B.
ol).

und nachfolgenden 72°-, 144°-, 216°-
und 288°- Drehungen von Kopien um

Geometrisches
Grundobjekt

Ikosaedergrup

AN

Grundobjekt — Tripel — B3

Abb. 5: Diagr

Jede  Transformation aus der vollen

Ikosaedergruppe I, lasst sich  durch
Hintereinanderausfilhren dreier geeignet und
fest gewahlter Ebenenspiegelungen erzeugen.
Diese drei Ebenenspiegelungen bilden ein
Erzeugendensystem von I, Dies werden wir
spater zur Erzeugung unserer Stabmodelle
verwenden.

3. Vorschlag fir eine hierarchische Struktur
(Modelle bzw. Bldcke) zur Erzeugung von

Ornamenten der lkosaedergruppe I

Wir gehen von einem geometrischen
Grundobjekt aus, das wir als Block bzw. Modell
,Grundobjekt* erzeugen. Durch die 60

Transformationen der Ikosaedergruppe I wird
dieses Grundobjekt in 60 Exemplaren im
Raum positioniert (siehe weiter unten). Das
Resultat bezeichnen wir als Ornament der
Ikosaedergruppe (Block bzw. Modell
,Ornament”). Wenn die mathematische
Struktur der Gruppe und die Mdoglichkeiten
eines CAD - Paketes nicht genitzt werden,
missen diese 60 Kongruenztransformationen
einzeln ausgefuhrt werden. Aber vernlnftig ist
ein strukturierter Aufbau, der z.B. wie folgt
hierarchisch geordnet werden kann:

a) Das Modell ,Tripel* entsteht durch
Einfigen des Modells (Blocks)
,Grundobjekt und nachfolgenden
120°- und 240°- Drehungen von
Kopien um die dreizahlige Achse b1.

b) Das Modell ,Band“ entsteht durch
Einflgen des Modells (Blocks)
.Tripel“. Danach drehen wir eine
Kopie dieses Modells um die Achse c3
um 180°. Ausgangs- und Drehlage
werden gemeinsam in Kopie um 180°
um die Achse cl gedreht.

c) Das Modell ,Ornament” entsteht durch
Einfigen des Blocks (Modells) ,Band*

Ornament

Abb. 6: Strukturierte Erzeugung
eines |lkosaeder — Ornamentes

Die Blécke bzw. Modelle ,Tripel“, ,Band“ und
.Ornament” bilden einen hierarchischen

Aufbau der lkosaedergruppe I. Unser
Vorgehen garantiert, dass jedes beliebige im
,Grundobjekt" definierte Ausgangsobjekt im
Modell ,Ornament” allen 60 Transformationen

der Ikosaedergruppe I unterworfen ist. Das
Diagramm (Abb. 5) soll unser Vorgehen
veranschaulichen.

Dieses Prinzip demonstrieren wir anhand des
folgenden Beispiels (Abb. 6): Wir wahlen als
,Grundobjekt" einen Pfeil in einer Facette des
Ikosaeders und extrudieren ihn etwas.
Abbildung 6 zeigt die dann entstehenden
Blocke bzw. Modelle sowie als
Orientierungshilfe das Ikosaeder.

Bemerkung: Ein Facettenmodell des
Ikosaeders ist hier leicht zu gewinnen, wenn
Sie im Block (Modell) ,Tripel* eine
Dreiecksfacette ausfuhren.

Achten Sie darauf, dass die hier verwendeten
Kongruenztransformationen alle aus der
Gruppe der gleichsinnigen
Kongruenztransformationen I stammen! Die
Spiegelungen lieBen sich bei Bedarf in das
Modell ,Grundobjekt" integrieren.

Abbildung 7 zeigt ein weiteres Beispiel, bei
dem als Grundobjekt ein Stick einer HP-
Schale Uber einem windschiefen Viereck
gewahlt wurde. Die Abbildung zeigt links das
Grundobjekt und eine Ikosaederfacette — die



Ecken Al, C3, Bl und C1 des Vierecks
wurden wie im Bild auf eine finf- eine zwei-,
eine drei- und wieder eine zweizahlige
Drehachse gelegt. Das aus dem Grundobjekt
entstehende Ornament hat weder Liicken noch
Uberdeckungen, weil die Punkte C1 und C3
bei Drehung um die Achse al=[M, Al] sowie
b1=[M, B1] ineinander Ubergefihrt werden
konnen. Abbildung 7 zeigt zwei Ansichten
dieses Objektes, das aus 60 kongruenten HP-
Schalen zusammengeflgt ist.

4, Eine
Ikosaedergruppe

Kugelpflasterung zur

dem Rand unseres Pflastersteines angehoren
muss. Damit liegen die Randkreisbdgen dieses
Pflastersteines fest (Abbildung 9 - Mitte zeigt
diese 4 Kreise). Dabei entsteht ein kleines
Loch auf der Kugel, das durch einen weiteren
kleinen Kreis Uberdeckt wird (siehe Abb.). Nun
materialisieren wir durch Drehkegel und bilden
den Durchschnitt mit einer dinnwandigen
Kugel um den Polyedermittelpunkt M — damit
haben wir einen sphéarischen Pflasterstein
erzeugt, der mit der Ikosaedergruppe I
vertraglich ist. Abbildung 9 zeigt rechts drei
dieser Pflastersteine, die aus dem eben
erzeugten durch Drehung um die dreizahlige

Achse bl entstehen.
I

Abb. 8: Sphérisches Pflaster
in der Ikosaedergruppe

Besonders hibsch sind Pflasterungen der
Kugel, die auf diese Art entstehen. Als
Beispiel erzeugen wir im Modell
,Grundobjekt” folgenden Pflasterstein aus
einer dunnwandigen Umkugel des Ikosaeders
(Abb. 8 und 9):

Wir bezeichnen die Schnittpunkte der
Drehachsen a2, bl und c1 mit der Umkugel
des lkosaeders mit A, B und C. Auf der
Umkugel zeichnen wir die Kreise k1 und k2 mit
den Durchmessern AC und BC ein, die wir als
Basiskreise fur Drehkegel mit Scheitel M
verwenden.

Durch 120°-Drehung um die Achse bl geht der
Pflasterstein in einen Nachbarstein Uber, der
an unser Grundobjekt lickenlos anschliel3en
muss. Bei dieser Drehung geht der
Pflastersteinrand k2 in den Nachbarrandkreis
k2* dber, der damit dem Rand unseres
Ausgangspflastersteines angehéren muss.’
Analog wird k1 bei 72°-Drehung um die Achse
a2 in ein Kreisstiick k1* tbergehen, das wieder

® Fur dieses Vorgehen lieRen sich die Kreise
k1 und k2 durch eine beliebige andere Kurve
ersetzen. Achten Sie aber darauf, dass beim
beschriebenen Verfahren keine Unterschnitte
der Drehlagen auftreten — diese wirden die
Erzeugung des Pflastersteines unmdglich
machen.

Abb. 9: Sphérischer Pflasterstein in der
Ikosaedergruppe

Bemerkung: Von der vorliegenden Struktur
ausgehend lassen sich auf viele Arten
interessante geometrische Objekte erzeugen.



Abbildung 8 (rechts) soll Anregungen dazu
geben: Links ist eine Pflasterung mit den eben
erzeugten Pflastersteinen dargestellt, wahrend
die Pflastersteine rechts gefarbt wurden.
Letztere Anordnung genlgt allerdings dann
wegen der Farbung nicht mehr der

Ikosaedergruppe I.

5. Besondere Stabmodelle von Polyedern
als Ornamente der Ikosaedergruppe I.

Nun wahlen wir als Ornament einen ,Stab“
(etwa ein gerades Prisma mit Achse g — und
einem regelméRigen  Normalschnitt) als
Ausgangsstiick. Nach Ausiibung der
Transformationen aus I entsteht so bei
allgemeiner Wahl des Ausgangsstabes eine
Menge von insgesamt 60 kongruenten Staben,
die sich nicht schneiden werden.

Schnittpunkte der gedrehten Stdbe mit der
Ausgangsgeraden g treten in zwei Fallen
sicher auf (es gibt noch weitere Méglichkeiten,
auf die wir hier nicht eingehen wollen):

1) Die Ausgangsgerade g liegt normal zu
einer der Drehachsen des lIkosaeders

2) Die Ausgangsgerade g trifft eine der
Drehachsen des lkosaeders

Diese beiden Maoglichkeiten lassen sich auch
kombinieren und fihren zu verschiedenen
Stabwerken. Bei den bekannten Beispielen
von Stabwerken aus der Ikosaedergruppe
(Ikosaeder, Pentagondodekaeder, Rhomben—
Triakontaeder und den zugehdorigen
Sternpolyedern)” erfiillt die Ausgangsgerade g
die obigen Bedingungen mehrfach. In den
folgenden Abschnitten werden besonders
instruktive Beispiele vorgestellt.

* Mit zusatzlichen Modellen werden wir uns in
einer weiteren Arbeit befassen.
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Abb. 10: Stabwerk der Ikosaedergruppe
(Ausgangsstab normal zu dreizéhliger
Drehachse)

5a. Beispiel mit einer Ausgangsgeraden g
normal zu einer dreizdhligen Achse:
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Abb. 11: Ausgangsstab, Gehrungsschnitt
1ind Ornament
Die Ausgangsgerade g liegt hier normal zur
dreizahligen Drehachse b1, ohne jedoch eine
Drehachse zu schneiden (oder zu einer
parallel zu sein). Durch Drehung um bl
entstehen gleichseitige Dreiecke — Abbildung
10 zeigt ein so erzeugtes Stabwerk. Dabei
wurde eines der Modell , Tripel“ rot eingefarbt.

Eine hubsche Angabe fir den Block bzw. das
Modell ,Grundobjekt” ist in diesem Fall die
folgende (vgl. Abb. 11): Erzeugen Sie einen
prismatischen Stab langs einer Basiskante des
Facettendreiecks und verdrehen Sie diesen
um 45° um die 3-zahlige Drehachse bl. Dieser
verdrehte Stab dient als Rohling im Modell
,Grundobjekt’. Das Modell ,Tripel” ist in
dieser Abbildung ebenfalls dargestellt — die
zweizéhlige Drehachse ¢l wird vom
Stabdreieck umschlossen, sodass sich das
gesamte  Stabwerk aus insgesamt 20

Stabdreiecken zusammensetzt, bei denen
Nachbarn ineinander stecken.

Um die Stabdreiecke ohne Uberstande zu
realisieren, verwenden wir Gehrungsschnitte.
Die Konstruktion fuhren wir im Modell
,Grundobjekt” durch: Wir  verdrehen
Ausgangsgerade g und Ausgangsstab zwei
Mal um 120° um die Drehachse bl. Wir
erhalten Geraden g* und g*. Der
Ausgangsstab wird nun an den bl
enthaltenden Symmetrieebenen « von g und

g* (vgl. Abb. 11) und S von g und g**

gestutzt. Abbildung 11 zeigt unten das
Ergebnis im Modell ,Stabwerk".

Abb. 12: Stabwerk der Ikosaedergruppe
(Ineinandergreifende Fiinfecke)

Abbildung 12 zeigt eine Variante: Die
Ausgangsgerade g liegt hier normal zu einer
funfzahligen Drehachse, ohne jedoch eine
Drehachse zu schneiden (oder zu einer
parallel zu sein). Wir erhalten Objekte, auf
denen regelmaRige Finfecke auftreten.
Abbildung 12 zeigt ein Beispiel, bei dem
wieder Gehrungsschnitte vorgenommen
wurden und die Fiinfecke ineinander greifen.

5b. Beispiele mit einer Ausgangsgeraden g,
die eine dreizéhlige und eine funfzahlige
Drehachse trifft.
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Abb. 13: Drehachsen in Ebene durch eine
dreizdhlige und eine finfzéhlige Drehachse

Die von der drei- und der fiinfzahligen
Drehachse aufgespannte Ebene & enthalt
zusétzlich je eine weitere drei- und eine
funfzdhlige Achse sowie zwei zweizdhlige
Achsen. Uberdies liegt die Ebene & normal zu
einer zweizahligen Drehachse. Jede Ebene
dieser Art enthalt zwei parallele
Ikosaederkanten und kann durch eine
Kongruenztransformation aus der Gruppe I in
eine der Rechtecksebenen unserer
Ikosaedererzeugung  Ubergefihrt  werden.
Abbildung 13 zeigt die Situation in der Ebene
E.

Je nach der Lange und Lage des auf der
Geraden g in der Ebene & ausgewahlten
Stabes entstehen die verschiedensten
Modelle. Jeder Schnittpunkt der Geraden g mit
den hier eingetragenen Drehachsen liefert im
Raummodell einen Schnittpunkt mit 2-, 3- bzw.
5-facher Drehsymmetrie. Interessante
Ergebnisse stellen sich daher fir Stabstiicke
ein, deren Enden auf diesen Drehachsen
liegen.

Wir wahlen das Stabstiick léangs g so, dass es
von einem Punkt der dreizéhligen Achse bl
ausgehend bis zum NormalenfuBpunkt auf der
funfzahligen Achse a3 reicht (siehe Abb. 14
oben). Wir werden den Stab wieder als Prisma
ausbilden und Gehrungsschnitte vornehmen.
Die beiden Gehrungsschnitte durch die
Drehachse bl schneiden die in der Abbildung
eingetragene lkosaederfacette in den Hohen
dieses Dreiecks (in der Figur angerissen). Dem
in der Abbildung angedeuteten Kreis ist am
Ikosaeder ein  regulares  Flnfeck  mit
Drehachse a3 eingeschrieben. Die fur den
Stab zustandigen Gehrungsschnitte durch die
Achse a3 sind in dieser Flnfecksebene in
blauer Farbe angerissen. Abbildung 14 zeigt

unten eine Ansicht des so gewonnenen
Stabmodells.

Abb. 14: Stabmodell

Bemerkungen: 1) Diese Stabe erhalten wir
auch, indem wir in einem regularen
Pentagondodekaeder nur die Verbindungen
der Funfecksmitten mit den zugehérigen Ecken
materialisieren. Die kurzen Diagonalen der so
entstehenden (nicht ebenen!) Vierecke bilden
das oben beschriebene Pentagondodekaeder,
die langen ein regulares Ikosaeder.

2) Wahlen wir die Ausgangsgerade g normal
zu einer nicht in & gelegenen zweizdhligen
Drehachse, so entstehen sogar ebene
Rhomben — das Stabmodell wird das eines
Rhomben-Triakontaeders.



Abb. 15: Rhomben-Triakontaeder
Angabe und Stabwerk

Zur
Erzeugung des Rhomben-Triakontaeders:
Da zu jeder zweizahligen Achse zwei weitere
zweizahlige Achsen so existieren, dass ein
Tripel orthogonaler Geraden entsteht, erhalten
wir die zugehorige Gerade g wie folgt: Wir
errichten im  Mittelpunkt der in der
Rechtecksebene ¢ gelegenen Ikosaederkante

das in & gelegene Lot h auf @ und schneiden

mit der dreizdhligen Achse bl ab. Abbildung
15 zeigt Konstruktion und Resultat.

6. Ausblick:

Vor allem interessant sind Félle, in denen die
Ausgangsgerade g normal auf zwei
Drehachsen steht. Bis auf zwei Ausnahmen
muss die Gerade g entweder parallel zu einer
Ikosaederkante oder parallel zu einer weiteren
Drehachse liegen. Die beiden Ausnahmen
sind: g ist entweder parallel zur Hohe einer

Ikosaederfacette oder parallel zur Verbindung
der Kantenmitten orthogonaler
Ikosaederkanten (einen Uberblick verschaffen
Sie sich am besten anhand eines Modelles). In
beiden Ausnahmen liegt g normal zu je einer
zwei — und einer dreizahligen Drehachse, nicht
edoch normal auf eine funfzéhligen Achse.

Abb. 16: Weitere Beispiele

Polyeder und ihre Symmetrien faszinieren seit
alters her die Menschen. -> Man kommt ins
Spielen!

Abb. 17: Finf Wurfel*

Ihre Darstellung ist ein Teil der Darstellenden
Geometrie.

Leonardo da Vinci illustrierte Luca Paciolis
Werk ,Divina Proportione* mit Darstellungen
der Platonischen Kérper, (Cromwell S125),



Wenzeln Jamnitzer zeigt in seinem Werk
.Perspectiva Corporum Regularium“ Tafeln
Polyeder die von reguléaren Polyedern
abgeleitet sind. (Cromwell S 133).

Johannes Kepler

Maurits Cornelis Escher
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Abb. 7: Grundobjekt und zwei Ansichten eines Ornaments



https://webmail.tugraz.at/horde/services/go.php?url=http%3A%2F%2Fgeometrie.asn-graz.ac.at%2Fgeof%2F+

