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1. Euklidische Ebene. Zu einem gegebenen wendepunktfreien
C3 - Rurvenstiick ¢ der euklidischen Ebene, das in der kom -

plexen Darstellung
z(t) = x(t) + i.y(t) (1)

(t € (-=,+=), x(t), v(t) € C3) gegeben ist, kann nach N.
ABRAMESCU | 1] und S. BILINSKI | 3] aus dem Umkreis u eines
Tangentendreiecks t, t1, t2 von ¢ durch Grenzilibergang ein

Kreis u

u = lim u (Ldngs c) (2)

gefunden werden, den wir ABRAMESCU - Kreis von ¢ im Beriihr -
punkt P von t nennen wollen. Filir den Mittelpunkt M von u gilt
nach [1] beziehungsweise [ 3]

—

PM = %. pM* (3)

wobei M* den Krimmungsmittelpunkt von ¢ in P bezeichnet.
Da der Kreis u bekanntlich 1 die Brennpunkte aller Parabeln

und t. beriihren, k&nnen wir folgenden Satz

tragt, die t, t1 2

beweisen

Satz 1 : Die Brennpunkite aller ein gegebenes wendepunktfredies

¢t - Kurvenstick ¢ in edinem heguldren Punkt P oshulienrenden
Parabeln Liegen auf dem ABRAMESCU - Kredis von ¢ 4in P.

1) Vergleiche [12, s. 216].



Beweis : Nach W. KICKINGER [5, S.28] ist der Ort der Brenn -
punkte aller Parabeln mit einem gemeinsamen Kriimmungselement
{P, M*} ein Kreis, der durch zentrische Streckung mit Zentrum
P und Streckfaktor i aus dem gemeinsamen Kriimmungskreis her -

4
vorgeht. Daraus folgt unmittelbar Satz 1. O

Die ABRAMESCU - Kreise u aller Punkte P von ¢ werden von ¢ und
einer weiteren Kurve h eingehiillt; der Beriihrpunkt von u und
h heiBe A. Lidngs c erfilillen die Mittelpunkte M der ABRAMESCU -
Kreise die Kurve
(i.z',z") 2)
1

m=z2-4i.,z2'". —m8 —— (4)
4.(z',z")

mit (a,b) := %.(a.B - a.b) (a,b € C)3) (vergleiche [2,S.248 ff.]).
Die Verbindungsgerade 1 = [A,P] der beiden Hiillpunkte von u
ist bekanntlich die Normale der Tangente tM von m in M und

besitzt die Richtung

fom' = igtegr 22 L2022 (20,e) - e,z (2,2
4(2',2 ) 4.(Z',Z")Z

A ist damit Brennpunkt einer Parabel p, die ¢ in P zumindest
oskuliert. Als Achsenrichtung ergibt sich nach Spiegelung des

Brennstrahls 1 an der Kurventangente t

. (iz',2") (iz',z') (z',2"")-4(iz',z") (z',2")
b=iz'+z" —L=2Z + 2 L L =1 . (6)
4(z",2") 4.(2.'2")2

Die Richtung der Afg4nnormalen von ¢ in P wird nach R. BEREIS
[2, S. 249] durch

=g" - 1 g (2',2"")
a =z 3°2" T2 (7)

beschrieben. Nach kurzer Rechnung bestitigt man

2) Ableitungen nach t werden wir durch Striche kennzeichnen.
m, z, z', z" und z2"' sind Funktionen wvon t.
3)

a ist die zu a konjugiert komplexe Zahl. (a,b) ist genau der
Fldcheninhalt eines Parallelogrammes mit den Seiten a und b.



(a,b) =0, (8)

woraus folgt, daB die Achsenrichtung von p mit der Affin -

normalen iUibereinstimmt. Damit gilt der

Satz 2 : Ldngs einem wendepunktfreien ¢° - Kurvenstilchk J
werden die ABRAMESCU - Kredse von ¢ und edinern Kurve h ein -
gehiltet, die den zu einem reguliren Punkt P von ¢ gehbrenden
ABRAMESCU -~ Kreds wu An P und dem Affinparabelbrennpunkt A

von ¢ Ain P ben&hnen.4)

|abbildung 1

2. Isotrope Ebene. Gegeben sei ein wendepunktfreies C3 -
Kurvenstiick ¢ der isotropen Ebene, das von isotropen Tan -
genten frei sein soll. Durch eine ebene isotrope Bewegung

aus der Gruppe B3

a+tx (a,b,c € R) (9)
=b + c.x +y

—A—
SR ]|
]

gelingt es, c auf die Noamalf§orm

y = y(x) mit y(0) =y'(0) =0 y(x) € C (10)

, 5
zu transformieren ).

Nach H. SACHS |8, S. 662 f£f.] kann in jedem Punkt P (x/v(x))
von ¢ ein {sotrhopern Kredis von ABRAMESCU gefunden werden, der

4) Nach A. CAZAMIAN [4, S.264 f.] liegen die Brennpunkte aller
Kegelschnitte, die c in P hyperoskulieren, auf einer rationalen
Kurve dritter Ordnung. Diese Brennpunktskubik besitzt in

P einen Doppelpunkt mit der Kurventangente t und der Kurvennormalen

als Tangente. Sie schneidet den zugehSrigen ABRAMESCU - Kreis in

P und dem Affinparabelbrennpunkt A von c in P.

2 Striche bedeuten nun die Ableitung nach der isotropen

Bogenlidnge Xx.



{;{=x+t (11)
Y = y(x) + y'(x).t + 2.y"(x).t2

beschrieben wird. Da nach J. TOLKE [11, S. 15] die isotropen
Brennpunkte aller c in P oskulierenden Parabeln genau auf

einem Kreis der Bauart (11) liegen, gilt

Satz 3 : Ddie Lsotropen Brennpunkte aller ein gegebenes wende -
punktfreies C3 - Kurvenstick ¢ 4in edinem regulfdren Punkit P

(mAt nichtisotropern Tangente) oskhulierenden Parabeln Liegen
auf dem Lsotropen Kreds von ABRAMESCU von ¢ in P.

Die ldngs c¢ auftretenden isotropen ABRAMESCU - Kreise be -
sitzen ¢ und eine weitere Kurve h als Hiillkurven; Berilhr -
punkt ist stets der Rurvenpunkt P und ein im allgemeinen von

P verschiedener Punkt A, fiir den man nach kurzer Rechnung

}-{zx+é.w
{ 27 y"'(x)

n n g ‘3
v Y (XJ + _9_.Y (x) (12)

3
y(x) + v'(X) 5.5
2 ¥ (X) 2 Y'“(XJZ

findet. Das ist genau der in [7] gefundene {iso0trope Affin -

parabelbrennpunkt von ¢ in P.

Satz 4 : Die Lsotropen ABRAMESCU - Kredse eines wendepunkt -
freden C3 - Kunrvenstickes c, das keine Lsothopen Tangenten
besitzt, umhiillen ¢ und edlne weiterne Kurve h, deren Benrllhn -
punkte mit dem zu P gehirenden ABRAMESCU - Kreds der Lsothope
Brennpunkt der Affinparabel von ¢ in P und P selbst sind.

3. Das isotrope Gegenstiick zur Kubik von CAZAMIAN. Im Punkt
P(0/0) besitzt die Affinparabel von ¢ (10) die Darstellung

-, = y"'(0) 2 2.y
X + y /77— )" = —=
3.y"(o)2 yll(o) (13)

(vergleiche [7]). Alle ¢ in P hyperoskulierenden Kegel -

schnitte bilden das Bilischel

A (X + A7) + §2= 2.0.B.7 , (14)



i ¥ 4
wobei A einen reellen Parameter bezeichnet, und A := Z__lQL_i
3.y"(0)
sowie B := — gesetzt wurde. Die iso0tropen Hauptachsen
yu(o)
(vergleiche [10, S. 389]) dieser Kegelschnitte erfiillen das
Geradenbilischel
A.(A. (X + A.y) = B) +y =0 (15)
mit dem Scheitel S ( g / O ), woraus sich als Ort der isotropen
Brennpunkte die Kurve £
B.y = X.(x + A.Yy) (16)

ergibt. Die isotrope Bewegung

* —

X =x -
{ * X
y x.

transformiert (16) auf die Normalform

(17)

+ »@
dl

+

pd b

B_
22

4
* ¥ §E - _27.yto)y (18)

3 ylll (O)”j

A
Es ist dies nach [6, S.237 ff.] beziehungsweise (9, § 5]
eine spezielle Hypenrbel ensten (y"'(O) < 0O) beziehungsweise
zwelten Ant (y"'(O) > O) oder ein {so0troper Krneis (P ist
Ls0tnopen Scheitel von ¢ (y"'(0) = O)). Eine Hyperbel erster

beziehungsweise zweiter Art liegt genau dann vor, wenn der

isotrope WinkelG)
" 2
s - 3.y"(0) (19)
ylll (O)

zwischen der Kurventangente und der Affinnormalen in P

positiv beziehungsweise negativ ist.

6) Vergleiche [7].



Dieser Kegelschnitt f beriihrt in P die Kurventangente t
und schneidet den zu P gehdrenden isotropen ABRAMESCU -
Kreis neben P noch im isotropen Affinparabelbrennpunkt A.

Daraus folgt

Satz 5 : In edinem neguldnren Punkt P eines wendepunkitfreien

¢’ - Kurvenstiickes ¢ den Lsotropen Ebene Liegen die 4is0 -
thopen Brennpunkte atler ¢ in P hypernoshulienenden Kegel -
schnitte Aim allgemedinen auf einem Kegelschnitt, der ¢ 4in

P berihnt - ¢ darf dabei Ain P keine isothope Tangente besitzen.

hbbildung ﬂ
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