Eine affin - kinematische Erzeugung gewisser Flidchen
vierter Ordnung mit zerfallendem Doppelkegelschnitt II
von
Manfred Husty wund Otto ROschel

Leoben

In [28] ist es gelungen, Flichen vierter Ordnung F,(d,,d,),
deren Doppelkegelschnitt in zwei reelle Geraden d1 und d2
zerfdllt, nach ihren Achsenflichen zu klassifizieren. Danach
wurde fir gewisse Fldchen der Typen 1 und 2 eine affin -
kinematische Erzeugung angegeben. In dieser Arbeit werden
vorerst die in [28] aufgetretenen Zwanglidufe spezialisiert;
danach wird gezeigt, daB fir alle Flichen des Typs 4 eine
analoge Erzeugung mdglich ist. Hierbei wird die Bezeichnungs-
weise von [28] konsequent beibehalten; die Numerierung wird

lickenlos fortgesetzt.

3. Metrische Sonderformen der in [28] angegebenen Zwangliufe

Die in [28] durch (2.6), (2.8), (2.10), (2.12) und (2.14)

erfaliten Zwanglidufe besitzen die einheitliche Darstellung

a11(u) 0 0 d1(u
f'(u)= a21(u) 1 0 0 (3.1)
a5 (W ad (@) agg) \ o

wobei d1(u) und aSS(U) ein quadratisches Polynom
f(d1(u),333(u)) =0 vueleR (3.2)

erfiillen, und a11(u), 321(u), 331(u), a33(u) sowie dT(u)
beliebige Funktionen der Klasse C1(I) darstellen. Fordern
wir, daB die Achsengldche H (z' = a.x'.y') von (3.1) in

sich transformiert wird, so erhalten wir die Bedingungen




a21(u) e a31(u) =0 sowie a11(u) B a33(u), (3.3)

womit (3.1) die Gestalt

333(u) 0 0 d1(u)
f' (u) = o) 1 0 |g+ 0 (3.4)
0 ad1(u) a33(u 0

erhdlt. Flir die Bahn eines nicht auf H gelegenen Punktes

P (Xo, Y ZO) (zO # axoyo) gewinnen wir
X' = xgagzlu) 4 dq(w)
Ll —
y' =y, (3.5)
| .
z ad1(u) Yot a33(u) Zor
woraus S§ich
X'z = 2z2'x z'x - ax'y
dy(w) = —2—-L und a;(u) = —2— "0 (3.6)
o oo o Yo

ergibt. Da d1(u) und a,, (u) das quadratische Polynom (3.2)

33
erfiillen, haben wir den

Satz 6: Die durch (3.4) beschriebenen affinen Zwangl&dufe

/Z' fihren die nicht auf der Achsenfldche gelegenen Punkte
des Gangraumes auf Kurven zweiter Ordnung; Punkte der
Achsenfldche H werden auf ihren die Doppelgerade d2 treffenden

Erzeugenden gefiihrt.

Zum Zeitpunkt U, € I gilt



a33(u ) :
333(UO) 0 0 X
—‘M—aa'u“) = 4" (uy) = 0 0 0 y!
u d,.(u) a..(ul)

o - _ 33 "0 3370 Y
o a[d1(uo) d1(uo)as3(uo) a33(u0) z

) \

: a33(u5)

dy(uy) - d1(uo)333(u0)

+ 0 : (3.7)

0

woraus unschwer die Bahnkurven der Momentanbewegungdl(uo) als

x"(t) = - B + (x‘O+B)t
yre) =yt t € (-&, +) (3.8)
z'(t) = - apy, *+ (z,' + aBy ') t

errechnet werden kdnnen, wobei abkiirzend

d,(u) a.,(u) - d,(u) a.,(u)
g = 1 o 33 g ¢ } 0 33%"0 (3.9)
3370

gesetzt wurde. Jl(uo) fihrt damit allgemeine Punkte des
Gangraumes auf Geraden, die die punktweise festbleibende

Doppelgerade d2 und die Pixpunktsgerade

x'"+ g =0

f(uo) { (f(uo) c H) (3.10)

z' + apy' =0
treffen. Interpretieren wir H als Malquadrik eines indefinit
elliptischen bzw. flir a = 0 eines indefinit quasielliptischen
Raumes (der dann die absoluten Punkte in den Fernpunkten der
x'- und der y'-Achse besitzt), so stellt (3.8) eine einpara-
metrige Cliffordsche Schiebungsgruppe dar. Der
Bewegungsvorgang (3.4) kann als indefinit elliptische bzw.

indefinit quasielliptische Schiebung ldngs einem geeigneten



Bahnkegelschnitt P, aufgefallt werden, bei der
stets die Ferngerade d2 der Bahnkegelschnittsebene von P,
punktweise fix bleibt, widhrend die zweite Fixpunktsgerade f
jene Erzeugendenschar der Achsenfldche H durchliuft, die zu
d2 windschief ist. 1) Die Kegelschnitte der beiden Schieb-
scharen sind dabei stets in Tangentialebenen der MaBqua-

driken enthalten. Wir haben damit den bemerkenswerten

Satz 7: Die in (3.4) angegebenen Zwangliufe koénnen als
Cliffordschiebungen in einem indefinit elliptischen bzw.
indefinit quasielliptischen Raum aufgefaBt werden, in dem die
Achsenflédche H als Mafquadrik dient. Die Clifford-Schiebung
erfolgt im allgemeinen lidngs Kegelschnitten, deren Ebenen

eine auf H gelegene Fixpunktsgerade von (3.4) enthalten.

Wir wollen im folgenden versuchen, auch weitere Flidchen

F (d d ) auf dhnliche Weise zu erzeugen. Dafiir kommen
dle ubrlgen Flidchen F (d d ) des Typs 1 und 2 offensicht-
lich nicht in Betracht: ZSDa der Startkegelschnitt k1 den
Punkt D = (d1, dz) nicht enthdlt, schneidet die Kegelschnitts-
achse den Kegelschnitt k1 in zwei unter Umstdnden konjugiert kom-
plexen Punktenn A und B, die auf der Achsenflidche gefiihrt
werden miissen. Andererseits wird gefordert, dall alle Punkte
von k1 in Ebenen durch die Doppelgerade d2 gewegt werden,
was offensichtlich nur dann méglich ist, wenn der Schnitt

der Achsenfldche H mit P4(d1d2) durchwegs aus Geraden besteht.

Auch Fldchen des Typs 3 (1.10) lassen sich nicht auf diese
Art erzeugen: Thre Achsenfldche H ist der d1 und dz enthaltende

1) Dieses Ergebnis schliefit an das von H. BRAUNER [ 1 ]Jgefundene
an; in [1] wurde gezeigt, dafll sich fiir die Zwangliufe Q1 und S,
in [28] bei der hier vorgenommen Spezialisierung Cliffordsche
Schiebungen in einem indefinit quasielliptischen Raum einstellen.

2)In [28] wurden genau jene Fldchen F4(d , dz) des Typs 1 und 2
kinematisch erzeugt, deren Schnitt mit der AChsenflédche H
(1.3) durchwegs aus Geraden besteht.



Kegel zweiter Ordnung (1.9). Der Startkegelschnitt k1 enthdlt
den Punkt D und besitzt dort die Hauptachse a; C H als
Tangente. Sollte ein Zwanglauf. der angegebenen Art existieren,
miflte a, in der Ebene [a1, dz] gleiten, was aber unméglich

ist, weil a, an den nichtzerfallenden Kegel (1.9) gebunden

ist.

Da sich herausstellt, dafl alle Fldchen F4(d1, dz) des Typs 4
eine Erzeugung auf die oben angeflihrte Art gestatten, wollen

wir im folgenden Abschnitt die Flédchen dieses Typs etwas
genauer studieren.

4. Klassifikation der Flidchen F4(d|, d,) vom Typ 4:

Die Normalform dieses Flidchentyps lautet gemidfl (1.12)

2 2 2

(byoXo  * 2bg1XpXq * byyxy™ + Zb ox x) + byox,” +

+ 2b12x1x2) + 2x0x1X2(Ax1 + BX2 + CXS) = 0. (C + 0) (4.1)

Die Achsenfldche H zerfillt in das Ebenenpaar X X, = 0 und
schneidet (4.1) nach d1, d2 und den Geraden

- 2 2 _
{X1 05 boo¥X, T 2bopXeXp Paa¥z, = O (4.2)
X, = 0, booxo + 2bo1xox1 + b11X] = 0.

Wir diskutieren nun zwei Fidlle getrennt:

(a) bOO # 0: Die xS—Achse (= Schnittgerade der Achsenebenen)
liegt nicht auf der Fliche.

(b) bOo = 0: Die xs-Achse liegt auf der Fli4che F4(d1, dz).
Fall a: OBdA. konnen wir durch Streckung b00 = 1 erreichen
und danach (4.1) in der Gestalt

2 2

20 2
(g™ + ZbyoXoXy * byyXp ) (X" + Zboyxoxy * byxy )

2

= XX, ﬂb11b22—1)x1x2 *2xg (2b01b02—b12) *o2xg. (4.3)

A(by g =A)xg + (byybyy-B)x,-Cxg])



darstellen, die nach Ausiibung der projektiven Kollineation

(XOIX1IX2!X3)-—>(XO:X1:X2:2XO(ZbO1bOZ - b12) + 2x1(b02b11 - A) +

+ sz(bozb22 - B) - 2Cx3) =(xo':x1':x2':x3')

und der Bezeichnung D = be22 -1 die Normalform

2 2 2
XqXp (DxyXy + X Xg) = (X7 + 2b )X Xy + byoxp®) e (x " + .5

2

t2bggXoXq + bygxT)

annimmt.

Damit existieren in diesem Fall hinsichtlich der Lage der
einzelnen Geraden (4.2) offensichtlich die folgenden

15 Fldchentypen :

(al) x1x2(Dx1x2 + XoXS) = (xo-x1)(xo—Ax1)(xo-x2)(XO—BXZ)

(xo-x1)(xo-Ax1)(x02 " (xO-sz)z)

(a2) x1x2(Dx1x2 + XOXS)

2

(a3) X1X2(DX1X + XoXS)

2 (Xo_x1)(xo_AX1)(Xo_X2)

(ad) x1x2(Dx1x2 + X x3) (xo—x1)(xO—Ax1) xo(xo—xz)

o)
(a5) x1x2(Dx1x2 + XOXB) = xoz(xo-x1)(xo-Ax1)
(a6)  xyx;(Dxyx; + xox5) = (% + (x -Ax;)Ax,? + (x-Bx,) D)
(a7) x1x2(Dx1x2 + XOXS) =(x02 + (xo—Ax1)2)(xo—x2 12
(a8) XTXZ(DX1X2 + XoXS) = xo(x t 5 (XO-AX1)2)(XO—X2) (4.6)
(a9) X1X2(DX1X2 + XOXB) = XOZ(XOZ 8 (xO—Ax1)2)

2 2
(a10) x1x2(Dx1x2 + X XB) - (XO - X1) (xo - xz)



(all) X1X2(DX1X2 + XOX3) = xo(xo - x1) (xo - XZ)
(al12) x1x2(Dx1x2 + XOX3) = xoz(xo - x1)2

(a13) x1x2(Dx1x2 + XOXS) = xoz(xo - xX.) (x xz)
(a14) x1x2(Dx1x2 + xoxg) = xos(xo - x1)

(al15) x1x2(Dx1x2 + XoXS) = Xo4

mit A, B € R \{b,1}3)

Eir D # O sind diese Flidchen im allgemeinen von vierter

Ordnung; fiir D = O zerfallen die Typen (a4)(a5) (a8) (a9)

und (al11) - (al5) - es gibt im Fall a daher 21 verschiedene
" 4

Fldchentypen.

Fall b: bOO 0. Die Flidche (4.1) mit bOo = 0 wird von den

Ebenen Xy = uxg (ue(-~ ,+«)) bzw. X, = on(ve(—w , b))

nach d1bzw. d, und den Kegelschnitten

2

2 2 2 2
X [u +2bo1u+b11u ] +2xox2[b02 + szu + Au”)] +
2
+ X [b,,+2Bu] + 2uCx,x, =0 bzw.
2 22 273 (4.7)
2 2 2 2
X (v +2b02v + b22V ] + Zxox1[b01 + b12v + Bv®] +
2 -
Xy [b11 + 2Av] + 2VCX1X3 =0

3) Fiir D = 1 bzw. D = AB, D = AB%, D = A, D = A’B® zerfallen

einige dieser Flédchen.

4) A und B bestimmen im wesentlichen das Doppelverhdltnis der
Schnittgeraden der Fldche mit der Ebene Xy = 0 (x, = 0), der
Achsenebenenschnittgeraden (x = = 0) und der Boppel—
geraden d,(d,). Unsere Typenelntelfung enthdlt damit in
einzelnen Fillen sogar eine zweiparametrige Schar von
projektiv verschiedenen Flidchen, die sich nur durch das
oben beschriebene Doppelverhaltnls unterscheiden.



geschnitten; die Pole von d1 bzw. d2

Kegelschnitte liegen auf den Kurven zweiter Ordnung

bezliglich dieser

_ 2 _
{m1 cee X, = 0, boZXo + b12XOX1 + XT(AX1 + CX3) = 0 bzw.

_ v _ (4.8)
g eee Xq = 0, bo1xo + b12xoxz+x2(Bx2 + Cx = 0,

3)

3 1 1 1 1 3 . . . ! . L) 1. 1
die durch die projektive Kollineation (xo.x1.x2.x3)—f(xo i tix, X )

= (xo:x1:x2:b12xO i AX1 + sz + Cx3) - nach Weglassen® Striche -

auf die Normalform

{m1 X, = 0 X Xz * boZXo = 0 bzw. (4.9)
m, Xq = 0 X)X * bo1Xo =0
transformiert werden kénnen. Als Normalform der Fl&dchen-
gleichung (4.1) mit boo = 0 stellt sich somit
2
X Xy (Xyxy + 2XXg) + X TIxg (2o Xy * bygxq) * X, (2b,x
(4.10)
*bypXp)1 =0
ein. Eine kurze Diskussion der Lage der Geraden (4.2) mit bOo =0
ergibt im Fall b die folgenden sechs Normalformen fiir Fldchen
dieses Typs:
2
(b1) x1x2(x1x2 + ZXOXB) = X, [x1(axo-bx1) + cxz(xo—xz)]
(02) XX, (X4X, + 2X.X.) = X2 [bXe% + cX,(X_-X,)]
1723172 073 0 1 2 %0 T2
(b3) XTXZ(X1X2 + ZXOXS) = X, [axox1 + cxz(xo—xz)]
(4.11)
(b4) X X, (X,%x, + 2X X,) = X 2 [bx 2 4 cX 2]
17237172 0™3 o 1 2
(b5) XX, (XX, + 2x.X.,) = x> [bx.x, + cx,2]
17237172 073 o} 01 A
3
(b6) x1x2(x1x2 + 2X0X3) = X, (bx1 + cxz)

a, b, c e R\{o}.



(b4) ist dabei der bemerkenswerte Sonderfall ‘einer ROmer-
fldche (vgl. [29]), bei der die auf d1 und d2 gelegenen Zwick-
punkte in D zusammengeriickt sind.

Zusammen mit (4.6) haben wir nun den folgenden

Satz 8.: Unter den Flichen F4(d1, dz) vom Typ 4 existieren
27 projektiv verschiedene Flidchenklassen, deren Normalformen
in (4.6) und (4.11) dargestellt sind.

5. Eine affin-kinematische Erzeugung der Flidchen (4.6).

Wir verwenden den Zwanglauf (3.1) und wdhlen als Bahnkurve P,
des Punktes (0, O, 1) den D enthaltenden Kegelschnitt

J B ¢ Y1)+ 1-poy (5.1)
x'+1

yt=0, 7!
B, vy € R

womit wir (3.1) oBdA in der Gestalt

a11(u) 0 u
/Y'(u) = 321(u) 1 a g+ 0 |(5.2)
a31(u) ou B(u+1)2+ Y(ut1)+1-B-v 0
u+l

erhalten. Als Startkegelschnitt k1 wdhlen wir den ebenfalls D
enthaltenden Kegelschnitt

2
x=0, z=29_2% ;Y L4 (6, €,0 € R (5.3)!

mit in die z-Achse fallender Hauptachse ay - Er Uberstreicht
bei (5.2) die Fliche

u
' (u, V) = v 5 . 2
auy + Bu*1) :YEU;1)+1-B-Y s By evioj, (5.4)

deren algebraische Gleichung die Gestalt
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(x'"+1) y' (z'-ax'y') = [B(X'+1)2+ (x'"+1)+1-p-v ]I y'2+ey'+w] (5.5)

besitzt. Ubt man auf (5.5) die Koordinatentransformation

(x', y', z') —=(x = x'"+1, y = y', z = z'+ay') aus, so erhdlt man
xy(z - axy) = [BX2+YX+1-B-Y] [6y2+ey + @], (5.6)

woraus im Vergleich mit (4.5) und (4.6) der folgende Satz
folgt:

Satz 9.:. Alle Flichen (4.6) gestatten die durch (5.2)
beschriebene affin-kinematische Erzeugung mit dem Start-

kegelschnitt k1 (5.3).

In Abbildung 1 ist die Situation fiir den Haupttyp in einem
axonometrischen Bild dargestellt - allen hier angegebenen

Darstellungen liegt ein kartesisches Rechtssystem zugrunde.
Hier erkennen wir die wesentliche Rolle der

Fldche zweiter Ordnung
Y e z' = ax'y'. (5.7)

Sie enthdlt so wie H die Doppelgeraden d1 und d2 und
schneidet aus unserer Flidche F4(d1d2) im allgemeinen noch

ein Vierseit aus,

Abbildung 1



Abbildung 2
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dessen Erzeugenden die Schnittpunkte des Startkegel-
schnittes k1 und der Bahnkurve P, mit vy enthalten.s)
Diese mit der Ausgangsflidche F4(d1, dz) invariant verbundene
Fldche zweiter Ordnung V¥ spielt fiir die in Abschnitt 3 erwihnte
Sonderform unserer Zwangldufe genau die Rolle der fiir

Typ 1 und 2 wesentlichen Achsenflidche H. Wir haben damit den
Satz 10.: Die in (5.2) mit a11(u) = a33(u), a21(u)=a31(u) = 0

enthaltenen besonderen Zwangldufe konnen als Clifford-
schiebung in einem indefinit elliptischen bzw. indefinit
quasielliptischen Raum aufgefaflt werden, in dem die Fliche
zwelter Ordnung ¥ als MaBquadrik - dient. Die Clifford-
schiebung erfolgt im allgemeinen lidngs zu P, kongruenten
Kegelschnitten, deren Trédgerebenen eine auf ¥ gelegene
Fixpunktsgerade d2 von (5.2) enthalten. Die Bahnkurven sind

dabei Kegelschnitte, die P, in einem Punkt auf d2 treffen.
Als Beispiel fiir eine dieser Flidchen ist in Abbildung 2

eine axonometrische Darstellung der Flidche (4.6, alo)

angegeben; k1 und P, bertithren jeweils VY.

Abbildung 2

5)Die einzelnen in (4.6) auftretenden Flichentypen unterscheiden
sich - wie durch die angegebene Erzeugung besonders deutlich
zu erkennen ist - durch die Lage der Kegelschnitte k1 und P,

zur Fldche ¥.
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Fir o
X =Y
lauf (5.4) die Fldche (5.5) mit ¢ = o Uberstreichen. Die
entstehende Fldche zerfdllt somit in die Ebene y' = o
(Bahnebene von x = y = 0) und in eine Regelflidche dritter

o zerfdllt der Kegelschnitt k1 (5.3) in die Geraden

ound g .... X =0, z = 8y + €, die beim Zwangs-

Ordnung. Schneidet g die Fldche ¥ in einem eigentlichen

Punkt W, so entsteht eine zum Pliicker'schen Konoid projektiv-
kollineare Flidche, die d1 als Doppelgerade und die Bahngerade
von W als Leitgerade besitzt. Ist die Startgerade g zu ¥
parallel, so entsteht eine CAYLEY'sche Regelflidche; liegt

g auf ¥, so entsteht nur ¥ selbst.

Auf dieselben Regelflidchen dritter Ordnung fihrt die Annahme,

dafl der Leitkegelschnitt Py> nicht aber der Startkegelschnitt k1
zerfdllt.

Abbildung 3 zeigt den Fall, in dem P,in zwei Gerade zer-
fdllt, von denen eine z-parallel ist. (B =1,v =0 1iu (5.1))

Die entstehende Regelfldche ist zu einen

PLUCKER'schen Konoid projektiv-kollinear.

Abbildung 3



Abbildung 3
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6. Eine affin-kinematische Erzeugung der Fldchen (4.11)
Ein méglicher affiner Zwanglauf der Ebene x = o kann
hier o. B. d. A. in der Normalform dadurch fest-

gelegt werden, dafl wir als Bahn des Punktes U (o, o, 0)

die x'-Achse, als Bahn des Punktes (o, o, 1) die Gerade
€ R (6.1)
€ (-«

und als Bahn des Punktes (o, 1, o) die Hyperbel

2
y|=1 Z'=B(X+1) =

ot i B € R\{o) (6.2)

wdhlen und wieder die Forderung stellen, daB die Bahnkurven
aller Punkte der Ebene x = o in zur [x' z']-Ebene parallelen
Ebenen verlaufen sollen. Der Zwanglauf (2.2) erhidlt damit
die Gestalt

/

a11(u) o] o} u
¢ = e, 1, o g o+ (6.3)
az;(uw) B LE%%%—:i 1+au o

mit beliebigen Funktiomen a,,(u), a,;(u), as,(u) € (D)
Unterwerfen wir die Starthyperbel

2
- = Sy+1) +o
k, ssm X 0, z ] 5, o € R (6.4)

diesem Zwanglauf , so entsteht eine Fldche mit der Parameter-

darstellung



—

A
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i
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Abbildung 4



u
,{'(u, v) = % ) >
BV% + (At+ou) ﬂ\%_t_‘ﬁ (6.5)

und der algebraischen Gleichung

2! (x'+1) (y'+1) = (T+ax') (x'+1) [6(y'+1) “vol+
SETOARN DPAINESEEPRENF (6.6)

die entstehende Fldche ist somit im allgemeinen eine
Flidche vierter Ordnung, die unter anderem fur ad+B = o
zerfillt.

Flir ab6+p # o gelingt es, (6.6) mit der affinen Transformation

(X', y', 2') — (X"=x"+1, y© =y t+l

2% = - 2B(x'*1)-8(1-a) (y'+1),
2 (P+ad)
auf die Normalform
x*y*[22*+x*y*] = Ax"[T-atax"] + By  (1-y") (6.7)

zu bringen, wobei abkiirzend

A=-—L_  ynd B =-—FP— (6.8)
R+ad R+ad

gesetzt wurde. Wir sind somit in der Lage, durch Wahl der
Konstanten a, B, & und ¢ alle Flidchen der Typen (b1), (b2)
und (b3) in (4.11) auf die gewlinschte Art kinematisch zu
erzeugen.
Fir B = o zerfidllt P, (6.2); wir erhalten jene Regel-
fldchen dritter Ordnung, die bereits in Abschnitt 5 aufge-
treten sind.
Abbildung 4 zeigt als Beispiel die Flidche (6.7) mit

a =0 , A =0,5 , B =1

Abbildung 4
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Wiahlen wir die Starthyperbel k1 derart, dafl eine
Asymptote in die z-Achse f&dllt (ihre Punkte beschreiben
dann im allgemeinen Geraden als Bahnkurven), so kénnen
wir oBdA

k1 : e X =0, z = 5 y -1 (6.9)

setzen. k1 uberstreicht beim Zwanglauf (6.3) die Flidche

mit der Parameterdarstellung

u
"(u, v) = v
: (U+1)2'1 ve-1
B—haiTﬂ—— v + (T+aou) 6 = (6.10)

und der algebraischen Gleichung

(x'+1)y'z' = 8(1+ax') (x"+1) (y'2-1) +

& By'z[(x'ﬂ)z-ﬂ, (6.11)
die fiir B + a8 # o eine Fliche vierter Ordnung dar-

stellt. Fir 8 + ad # o bringt die affine Transformation

(X" Y', Z')—’(X* = X'+1’ y* N Y', Z =

z' - y'6[1—a))

— (6.12)
2(Bp + ad)
(6.11) auf die Normalform
x* y*(Zz* + x¥ y*) = bx [1-a + ax¥] + cy*z, (6.13)
wobei wir abkiirzend
begb— . c=s_8 (6.14)






_‘]6_

gesetzt haben. Ein Vergleich mit (4.11) zelgt, daBl wir

fir a = 1, den Typ (b4) und fir a = 0 den Typ (b5) ge-
winnen. Fir a(a-1) # 0 erhalten wir eine zweite Er-
zeugungmdglichkeit des Typs (b2).

Ein interessantes Beispiel zeigt die Abbildung 5, wobei
eine anscheinend bisher noch nicht bekannte Erzeugungsmég-

lichkeit einer Romerflédche angegeben wird.

Abbildung 5

Flir bestimmte Sonderformen von Rémerflichen hat

W. WUNDERLICH euklidisch-kinematische Modelle vorge-
stellt (vgl. [29] und [30]), denen nun affin-kine-
matische zur Seite gestellt werden kénnen.

Der letzte noch fehlende Flichentyp (4.11, (b6)) trigt
neben der Doppelgeraden d1, d2 und der z-Achse keine
weiteren Geraden. Um dennoch eine affin-kinematische

Erzeugung zu erhalten, versuchen wir den Kegelschnitt k1

2
Ky vunn, x =1, z=°‘+B>2’y“>’ (6.15)

in der gewlinschten Weise auf der Fliche (4.11, (b6)) _
zu bewegen. Dabei miissen die Punkte A, A (1, ¥1, BtOLH)

2
a+2B-4
4

sowie B (1, 2, ) auf den Kegelschnitten




N2

A
bbildung
6
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* -2
a, a y =21, z = ﬁ:%%iﬁ_ sowie
, ap # 0 (6.16)
_ _ 2B+ox - 4x a, B € R
b ... y=2, z = e
gefiihrt werden, womit sich der Zwanglauf
( a11(u) 0 0\ u + 1 - 811(U)
4" (u)= a21(u) l 0 _? + i - azz(u) wxv””(6.l7)
|25 -7 1 "2y - 231 (Y ye (cmhey

einstellt.  Dabei sind a11(u), a21(u) und a31(u) will-
kiirliche Funktionen der Klasse C'(R). Der Startkegel-
schnitt k1 (6.15) tiberstreicht bei diesem Zwanglauf die
Flidche

u + 1 \

g, V) - v |
W, atBv-vc Bu
2 v 2(u+t) /

(6.18)

deren algebraische Gleichung mit (4.11 (b6)) iiberein-

stimmt.

Abbildung 6 zeigt eine axonometrische Darstellung
der Flédche (4.11 b6) mit b = ¢ = o,25.

Abbildung 6
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Damit haben wir den

Satz 11.: Die Flidchen F4(d1, dz) des Typs 4 lassen sich

durch die Zwangl&dufe (5.2), (6.5) und (6.17) affin-kinematisch
erzeugen. Bel diesen Zwangldufen wird ein Fldchenkegelschnitt
k1 aus dem Ebenenblischelum die Doppelgerade d1 so bewegt,

daB die Flidchenkegelschnitte aus dem Ebenenblischelum d2

die Bahnkurven der Punkte von k1 abgeben.
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7. Metrische Sonderformen der in Abschnitt 6 bestimmten

Zwanglaufe

Betrachten wir vorerst den Zwanglauf (6.3): Mit der
Zusatzforderung, dall alle Punkte der Doppelgeraden d2
Fixpunkte sein sollen, erhalten wir (6.3) in der Gestalt

1 + au 0 0 u
bW = 0 1 2 o|g+ [of. (7.1)
0 B(u—;H—Zl 1 +odid 0

Zum Zeitpunkt u = u, gilt

al 0 0 A\
@'(u) = 0 0] 0 f' + 10 4 (7.2)
0 B aA 0

wobei abklrzend

2 2
(uo+1) . (u0+1) -1

_a[u0+1)(1+au0)] (7.3)

2
o} (u0+1)

gesetzt wurde.
Die Momentanbewegung (7.2) besitzt fir a # O die Bahnkurven

x'(t) = - L+ (x+ ) et
y'(t) =y (o # 0) (7.4)
z'(t) = - %y + (z + (?_Ay) et .

Diese Bahnkurven sind im allgemeinen Geraden) die die Fix-
punktsgeraden d2 und

£(uy) (7.5)
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treffen. Fallt man u, als Parameter auf, so durchliuft
die Fixpunktgerade f(uo) das in der Ebene ¥ : x = —&
gelegene Strahlbiischel durch den Punkt F é(é, 0, 0).

¥ und F sind mit den Fldchen (6.5) bzw. (6.6) auf
folgende Weise invariant verbunden: ¥ ist jene die
Doppelgerade d1 enthaltende Ebene, die die Ausgangs-
flidche F4(d1, dz) durchwegs nach Geraden schneidet und
nicht mit der Fernebene w odereiner Achsenflidchenebene
identisch ist. Der Punkt F ist der Schnittpunkt der
beiden Geraden der Fldche, die den Punkt D = (d1, dz)
nicht enthalten.6) Die Fldchen lassen sich
demnach als Schiebflidchen in einem indefinit quasiellip-
tischen Raum deuten, wobei F und D als absolute Punkte

und ¥ sowie [dZF] als absolute Ebenen dienen.

Fir a= O (Fldchentyp (4.11, (b3)) besitzt die Momentan-
bewegung (7.2) die Bahnkurven

x'"(t) =t + x
y'(t) =y (7.6)
z'(t) = Bty + z,

die wieder Geraden sind. Diese Geraden sind nun in einem
parabolischen Netz um die Doppelgerade d2 enthalten, wobel
die Fernebene w als Zielpunkt den Punkt D = (d1, dz) besitzt.

Fassen wir {D, d,, o} als Absolutgebilde eines Flaggen-

’
raunes I, (%) aufz(vgl. H. BRAUNER [27] und H. SACHS [20]),
so sind die Momentanbewegungen 'Nichtisotrope Clifford-
schiebungen'" (vgl. H. BRAUNER [27, S. 130]); der besondere
Zwanglauf ist somit eine nichtisotrope Cliffordschiebung
ldngs Kegelschnitten in einem geeignet gewdhlten Flaggen-

raum 13(2).

6) Die einzige Ausnahme stellt der Fall a = 1 dar; hier
fdllt die sonst zur Achsenebene x = -1 parallele Ebene

¥ mit dieser Achsenebene zusammen. F wird zum Schnittpunkt
(0, 1, 0) der y-Achse mit der Fliche.
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Diese Schiebnetze sind dadurch gekennzeichnet, daB sie
stets das in w gelegene Strahlbiischel mit dem Tridger D
und das in der Ebene y = o gelegene Strahlbiischel mit dem
Fernpunkt der x-Achsen als Triger enthalten.

Fordert man auch beim Zwanglauf (6.17), daB die Doppel-
gerade d2 punktweise festbleiben soll, so erh#lt man

} \

1 0 0 u + 1
"(u) = 0 1 0 + 0
{ N . 0.
0 - 1 -
2 Z(u+]

Wieder sind die Bahnkurven aller Punkte des Gangraumes
im allgemeinen Kegelschnitte in Ebenen durch die Doppel-
gerade d2' Als Momentanbewegung stellt sich zum Zeit-
punkt U, die Transformationsgruppe

0 0 0 1
?'(uo) =1 0 0 0 ’q, + 0 (7.8)
o -1 0 B
2 2(u *1)°

ein; sie besitzt die Bahnkurven

x'" (t) = t + x
y' (t) =y (7.9)
z' (t) = (- L - ———g———j)t + 0z .

2(u0+1)

Es handelt sich dabei im allgemeinen um Geraden, die in einem
parabolischen Netz um die Ferngerade d2 enthalten sind, wobei
dem Punkt D das in w gelegene Strahlbiischel durch D entspricht.
Die Momentanbewegung kann daher mit [27, S. 130] wieder als
niéhtisotrope Cliffordschiebung in einem Flaggenraum Iéz) mit
dem Absolutgebilde {D,dz,m} aufgefaBt werden. Diese Schiebnetze
sind im Gegensatz zu den in (7.6) auftretenden wie folgt ge-

kennzeichnet : Die Bahngeraden von (7.9) sind in Ebenen (y=konst.)
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durch d2 enthalten und treffen die Ferngerade d2 in den diesen
Ebenen zugeordneten Punkten (0:1:0:-% - ETﬁﬁiTTz)' Im Flaggenraum

2
13(2) gilt nach [27] fiir das Verhdltnis de® Abstands der Punkte

$1:0:— £ - B __ - -
(0:1:0: > 2(u'+1ﬁ ) zum isotropen Winkel der entsprechenden

e (i=1,2)

Ebenen y i

1
&(u ) = - 5. (7.10)

Wir haben damit den

Satz 12.: Die in (6.3) mit 311(u) = aSB(u), a21(u)

= a31(u) = 0, o # 0 enthaltenen metrisch besonderen Zwang-
ldufe lassen sich als Cliffordschiebungen in einem indefinit
quasielliptischen Raum mit D bzw. F als absoluten Punkten
und ¥ bzw. [dZ’ F] als absoluten Ebenen auffassen.

Die in (6.3) mit a11(u) = ass(u), a21(u) = a31(u) =a =0
und die in (6.17) mit a11(u) = ass(u), a21(u) = a31(u) =0
enthaltenen besonderen Zwangldufe sind nichtisotrope
Clifforschiebungen in einem Flaggenraum mit dem MaBge-

bilde {D, d2’ w}.




-23=

LITERATUR:

[ 1] = [26] in [28]

[27 ] BRAUNER, H.: Geometrie des zweifach isotropen
Raumes I, II, III. J. Reine Angew. Math. 224,
118 - 146 (1966), 226, 132 - 158 (1967),
228, 38 - 70 (1967).

[28] HUSTY, M. und ROSCHEL, O.: Eine affin-kinematische
Erzeugung gewisser Flidchen vierter Ordnung mit
zerfallendem Doppelkegelschnitt I. Glasnik Mat.
(eingereicht)

[29] WUNDERLICH, W.: Uber zwei durch Zylinderrollung
erzeugbare Modelle der Steinerschen Rémerfliche.
Archiv Math. 18, 325 - 336 (1967).

[30] WUNDERLICH, W.: Durch Schiebung erzeugbare
Romerflédchen.Sitzungsber., Osterr. Akad. Wiss.,
176, 473 - 497 (1967).

Anschrift der Verfasser : Manfred HUSTY und Otto ROSCHEL,
Institut fiir Mathematik und Angewandte Geometrie, MU -
Leoben, Franz - Josef - StraBe 18, A - 8700 Leoben, AUSTRIA.




