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Abstract. Double Points on Characteristics. A fixed surface @ of a moving space X will
envelope a surface of the fixed space X', if we move X with respect to £'. In the general case
at each moment of the one- parameter motion there exists a curve ¢ on @, along which the
position of @ and the enveloped surface are in contact. In the paper we study the interesting
special case, there ¢ has some double point P € ®@. This depends on relations between
differential geometric properties in the neighbourhood of P of the moved surface and the
instantaneous moition of the one- parameter motion. These properties are characterized in this
paper. Then some further kinematic results for the characterized motions are shown.
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1. Wird eine Flache @ einer einparametrigen Schar von Kongruenztransformationen des reel-
len dreidimensionalen euklidischen Raumes £, unterworfen, so werden die einzelnen Lagen
®'(r) von @ i.a. eine Hiillfliche V' bestimmen. ®'(¢) und W' berithren sich dabei lings Kur-
ven c¢'(1), die Charakteristik auf ®'(t) genannt werden. In der vorliegenden Arbeit soll unter-
sucht werden, unter welchen Umstéanden c'(?) in einem nichtsinguldren Flichenpunkt von @'(¢)
einen Doppelpunkt besitzen kann.

Ein Problem dieser Art hat sich unléngst in den Arbeiten [6] und [7] des Autors gestellt: Dort
werden Quadriken @ einer stetigen eingliedrigen Drehungsgruppe so unterworfen, dafB die
(dann auf @ stationdren) Charakteristiken ¢'(#) in zwei Kegelschnitte zerfallen - ¢'(#) besitzt
damit in diesem Fall jeweils zwei Doppelpunkte. Die nunmehrige Arbeit soll eine vollstandige
Klarung des Autretens von Doppelpunkten auf Charakteristiken geben.

2. Wir werden das Problem lokal in der Umgebung eines Charakteristikpunktes P € ®@ studie-
ren. Dabei wollen wir @ stets aus der Differenziationsklasse C> wihlen. Im begleitenden Drei-
bein des reguldren Flichenpunktes P € @ 14t sich ® bis zur zweiten Ordnung durch das os-
kulierende Scheitelparaboloid

() IL.F(x,y,2)= %(sz +By*)—z=0 (A,B€eR)

(vgl. E. KRUPPA ([5, 8.27 f.]) annihern. IT wird im Falle eines parabolischen Fldchenpunk-
tes (A = 0 oder B = 0, aber A° + B> # () zu einem parabolischen Zylinder, im Fall eines



Flachpunktes (A = B = 0) zu einer Ebene. Flachpunkte A = B = 0 wollen wir hier von unserer
Diskussion ausschlieSen.

Wenn AB # 0 gilt, stellen RI::% und Rz::% die Hauptkriimmungsradien von @ (und damit

IT) in P dar. Die x- und y-Achse unseres Koordinatensystems liegt in den
Hauptkrimmungstangenten von @ im Punkt P.

3. Nun wihlen wir einen C'-Zwanglauf eines Gangsystems £ gegen ein Rastsystem ' mit den
Abbildungsgleichungen

x'(1) a(t) X
@  ®=yo|=|bm) [+aw|y] werch),
z'(1) c(1) z

wobei A(17) eine orthogonale 3 x 3-Matrix bezeichnet (und die Funktionen a(?), b(1), c(t) sowie
die Elemente der Matrix A(?) aus C/(I) gewihlt seien) und bestimmen den inversen Zwanglauf

x(1) a(t)
@By x=|y@)|=4"() (- b() ).
z(1) c(1)

Dabei setzen wir flir =0 0.B.d.A. a(0) = b(0) = ¢(0) = 0 und A(0) = E (E bezeichne die
3 x 3— Einheitsmatrix). Fir die Abbildungsgleichungen der infinitesimalen Transformation an

der Stelle # = 0 gilt dann im Rastsystem

a(O) dl m,
(4) ¥ — %'=|5(0) [+ A0) % = |d, |+|m, [xF' =d+mxF
¢(0) d, m,

sowie analog im Gangsystem

5) ¥—ox=-d-mx£%.

Integration der letzten beiden linearen Differentialgleichungsysteme 1. Ordnung liefert die
Bahnkurven der Momentanbewegung des Zwanglaufs zum Zeitpunkt 7 = 0 im Rast- bzw.

Gangsystem. Die Momentanbewegung (4) ist i.a. eine Schraubung mit dem Schraubparameter

_ myd, + myd, + myd,

(6)

2 2 2
m; +m; +m;

und der Achse mit Richtungs- und Momentanvektor



(1)  m'=(m,m,m) sowie #'=(d —pm, d,—pm,.d, - pmy,)’

(vgl. 0. BOTTEMA - B. ROTH [1, 5.25 7 ]).

4. Unterwerfen wir die Fliche @ bzw. deren oskulierendes Scheitelparaboloid (1) dem
Zwanglauf (2), so erhalten wir i.a. eine einparametrige Schar von Flichen

®  IT@)..F(x(0),y(0),z() =0,

wobei in Gleichung (1) die Werte fiir x(2), y(?), z(¢) aus (3) einzusetzen sind. Die Hiillfliche V'
bertihrt IT'(7) lings der Charakteristik ¢'(2), die sich im Schnitt von IT'(¢) mit der Fliche

f10 . LEOK0D) _

©
emnstellt. Fiir den Zeitpunkt # = 0 erhalten wir mit (4)
(10) IT'(0)... F(x(0), y(0),2(0)) = %(Ax 2 +By?)-z'=0

und

(1) IT*(0)... Ax'(0)x'(0) + By'(0)y' (0) - 2'(0) =
= Ax'(d, +m,z'—=m,y" )+ By'(d, + m,x'-mz') - (d, + my—m,x') = 0.

Wir wollen feststellen, fiir welche Momentanbewegungen P = 0 Doppelpunkt auf der ins
Gangsystem durchgedrickten Charakteristik ¢'(0) = IT'(0) N IT°'(0) ist. Dazu muB P'(0) = 0’
auf IT*(0) liegen, und IT* (0) entweder in P'(0) eine Singularitit besitzen oder ebenfalls

z' = 0 bertihren. Ersteres fiihrt auf die Bedingung

(12) d,=0.

Zweiteres ist der Fall, wenn die Ebene z’ = 0 die Fliche IT*'(0) im algebraischen Sinn nach
Geraden durch 0' schneidet. Dies fiihrt auf

(13) m =Bd,und m,=-Ad,.

Mogliche infinitesimalen Transformationen sind daher durch
dy; =0 und

(14)
m =Bd,, m,=-Ad,

festgelegt. Da gleichzeitige proportionale Verdnderung der d; und m, bloB3 die Geschwindig-
keit der Momentanbewegung, nicht aber ihre geometrischen Eigenschaften dndert, diirfen wir

imFall d} +d} #0

—



d:=cosu, d,=sinu, d, =0,

(15)

m = Bsinu, m, =-Acosu, m,.=v

mit u e[O,Zfr],v € R setzen. Die einzige hier nicht erfallte geeignete Momentanbewegung ist

die triviale Drehung um die Flichennormale (z-Achse) von IT in P - fir sie gilt
d=d,=d,=0,m =m, =0,m, =1.

Wir notieren den

Satz 1: Genau dann, wenn die Fliche T1 (1) einer der im begleitenden Dreibein der Fliche
im Punkt P durch (14) festgelegten Momentanbewegungen unterworfen wird, besitzt die auf
IT aufiretende Charakteristik ¢ im betrachteten Punkt P = 0 einen Doppelpunkt.

S. Nun soll versucht werden, die analytisch durch (15) festgelegten Momentanbewegungen
geometrisch zu charakterisieren: Wird der Punkt P = 0 der eingliedrigen stetigen Momentan-
bewegungsgruppe mit der infinitesimalen Transformation (15) unterworfen, so ldBt sich die
Bahn von P in der Umgebung von P'(0) bis zur zweiten Differentationsordnung durch

cosu| [ Bsinu cosu cosu| | —vsinu
~ P { . .
(16) x'(t)=1¢| sinu +—2— —Acosu x| sinu |={| sinu |+— vcosu
0 v 0 0 Acos’ u+ Bsinu

beschreiben. Es 1Bt sich unschwer feststellen, daf3 diese Bahnkurve die Fliche ®'(0) in

0" = P'(0) sogar oskuliert | Das Auftreten eines Doppelpunktes auf der Charakteristik wird
daher aberraschend durch eine Eigenschaft der Momentanbewegung charakterisiert, die von
der zweiten Differentiationsordnung der Momentanbewegung abhingt, obwohl der gegebene

Zwanglauf blo3 der Differentiationsklasse C' angehoren muB.

Die Bahntangente d’ von P zum Zeitpunkt 7 = 0 hat den Richtungsvektor d'. Wird die Tan-
gentialebene 7 (z=0) von I (bzw. @) in P der infinitesimalen Transformation unterworfen, so

erhalten wir die Ebene
(17)  1(0)...0= Ad x'+Bd,y'= Ax'cosu+ By'sinu.

Die Schnittgerade von 7'(0) mit 7*'(0) ist daher genau die zu d’ konjugierte Flichentangente
von @'(0) in P'(0). Wir halten fest in

Satz 2: Ein reguldrer Flichenpunkt P eines gangfesten C* —Flichenstiickes ® ist bei einem
C'-Zwanglauf zu einem Zeitpunkt t, genau dann Doppelpunkt auf der Charakteristik von @,
wenn gleichzeitig gilt:

1) P ist Punkt der Charakteristik.

2) Die Fldchentangentialebene T von @ in P besitzt bei der zugehorigen
Momentanbewegung eine zur Bahntangente von P beziiglich ®'(t,) konjugierte
Charakteristik.

3) Die Bahn von P bei der Momentanbewegung oskuliert ®'(1,) in P'(1,).



Nun versuchen wir, die zu festem Bahntangentenvektor d' und fester Bahnschmiegebene der
Bahn (16) gehérende Momentanschraubachse a'(or,k) zu finden: Sei zum Zeitpunkt r=0

durch d':= (cosa,sino,0) (o fest €[0,27]) die Bahntangente, durch
o'(0,k)..xsino—~ycosa+kz =0 (k € R) die Bahnschmiegebene der Bahn von P festgelegt.
Dann gilt mit (16) die Beziehung —vsin® ot~ vcos? or+ k(A cos® ac+ Bsin® o) = 0, also

(18) v=k(Acos’ a+ Bsin’ o).

Ein Vergleich mit E. KRUPPA [5, S.26 f.] zeigt, daf3 dann (19) v = RL gilt, wobei R, den

Normalkrimmungsradius der Flache @ (bzw. IT) im Linienelement P mit dem ins Gangsystem

durchgedriickten Bahntangentenvektor d bezeichnet. Damit haben wir
(my,my,my)" = (Bsin o, ~Acos o, k(A cos® or+ Bsin® o))'. Nun gilt mit fur den Parameter (6)
der Momentanschraubung

sinocoso(B—A)
2 2 2 -2 2 2 -2 2"
AT Ccos o+ B sin" o+ k”(Acos” oo+ Bsin” &)

(19) p=

Die zugehorige Schraubachse a'(«, k) besitzt die PLUCKERvektoren

Bsino cos— pBsin o
200 m'= —Acosao | = sinx+ pAcosa
k(Acos® a+ Bsin® ¢) —pk(Acos’ o+ Bsin® o)

Sie trifft einerseits die Gerade /'(«) mit den PLUCKERvektoren

Acosa —Bsino

- . A 2 Bsin?
@) T(@)=|Bsina| I'(c)=—208 @+Bsin &
0 A“cos” ot+ B” sin” o

und andererseits die Kurvenhauptnormale /', k) unserer Bahnschraublinie orthogonal. Diese
Schraubachse a'(a, k) ist daher als Gemeinlot der beiden Geraden /'(cx) und A'(o, k) zu er-
mitteln. Die ins Gangsystem durchgedriickte Gerade /'(cx) trifft die Flichennormale n (z-

Acos® o+ Bsin® o
A? cos’ o+ B? sin? o
parallel zur Tangentialebene 7 von @ in P und orthogonal zur konjugierten Richtung zu d be-
ziiglich @ in P.

Achse) von @ in P = 0 im Punkt L(oc)...(o /0/ ) orthogonal. [(c) ist

Halten wir o fest, so erflillen die Schraubachsen (20) ein gerades Konoid 3. Ordnung T mit
der Leiigeraden I'(o). Wird o variabel, £ aber konstant angenommen, so erfiillen die Leitge-
raden /'(c) (21) ebenfalls ein gerades Konoid 3. Ordnung A', diesmal mit der ins Rastsystem
durchgedriickten Fldchennormalen n' als Leitgerade.

Das erste Konoid I'"" wire demnach als liniengeometrisch - kinematisches Analogon der
MEUSNIER-Kugel aufzufassen, die zweite Regelfliche A' als liniengeometrisch - kinemati-

scher Ausdruck der Formel von EULER. I'' tréigt die Momentanschraubachsen eines zweipa-
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rametrigen Bewegungsvorganges an einer Stelle und ist daher i.a. ein PLUCKERsches Konoid

(vgl. [1, S. 355 ff)).
Aber auch A' ist ein PLUCKERsches Konoid: Als Parameterdarstellung von A' finden wir

0 Acoso
22) ¥ = 0 +A | Bsina| (AeR),
Acos® o+ Bsin o 0

A?cos® a+ B sin” o
Daraus laft sich unschwer die Flichengleichung zu
(23)  AB(x?+y")z'= Ay" +Bx"

berechnen. Damit ist obige Behauptung (fiir AB # 0) bewiesen. Bei Ubertragung ins Gangsy-
stem gilt fiir die Flache A : Die Doppelgerade ist die Flichennormale n (z-Achse) der Fliache @
im Punkt P, der Schnitt mit der Tangentialebene z = 0 wird durch Ay?+ Bx? =0 erfaBit. Es
handelt sich dabei um die zu den beiden Schmiegtangenten orthogonalen Geraden durch P in z
= 0. Die Torsalerzeugenden von A treffen die Flichennormale » in den Hauptkrimmungsmit-
ten und sind gegen die jeweils zugehdrende Hauptkriimmungstangente um 90° verdreht.

Abbildung 1 zeigt fir o = 3w/4, A = 1/9, B = 1/64 das Pliickersche Konoid I"" und die mo-
mentane Lage der DUPINschen Indikatrix von @ in P. Abbildung 2 zeigt analog fiir A= 1/4,
B=1/9 das Pliickersche Konoid A'.

Abbildung 1 Abbildung 2




6. Als bemerkenswerte Sonderfdlle stellen sich hier ein:

A) P ist Nabelpunkt (A = B #0)_der Fliche ®: Dann gilt stets p = 0 - in (15) liegt daher eine
Drehungsgruppe vor. Alle moglichen Drehachsen (20) enthalten (aus Sicht des Gangraumes)

den Mittelpunkt M(O/O/% = %) aller moglichen Meusnierkugeln von ® in P. Die Schrau-

bachsenkongruenz des allgemeinen Falles erscheint im Gangraum als Biindel mit dem gemein-
samen Kriimmungsmittelpunkt M aller Normalschnitte durch P als Scheitel.

B) P = 0 ist parabolischer Flichenpunkt auf @: O.B.d.A. studieren wir den Fall B = 0:

Die moglichen Momentanschraubachsen a'(¢, k) (20) gehoren dann einem geraden hyperboli-
schen Geradennetz an, dessen Brennlinien in den Geraden e,' und e,' mit den Pliickervektoren

1 A 0
(24) &'=0, &,'=|0| sowie &,'=|0]|, &' =1
0 0 0

liegen. Werden diese Geraden ins Gangsystem iibertragen, so lassen sie sich im begleitenden
Dreibein von @ wie folgt charakterisieren: Es handelt sich einerseits um die Ferngerade der
Normalschnittebene durch die (dann einzige) Schmiegtangente. Die zweite Brenngerade ist
parallel zu der von der Schmiegtangente verschiedenen Hauptkriimmungsrichtung und trifft die

: : : . 1
Flachennormale » im zugehorigen Meusnierkugelmittelpunkt A4 (0 / 0 / Z).

7. Wir diskutieren nun die Menge der moglichen Momentanachsen (20) genauer. (20) definiert
mit (4) die infinitesimalen Transformationen eines dreigliedrigen Bewegungsvorganges B,,.
Die zugehorigen Momentanachsen erfiillen momentan eine Geradenkongruenz (vgl. K.H.
HUNT [3]). Bekanntlich gibt es durch jeden allgemeinen Punkt X des Raumes momentan ge-
nau 3 Schraubachsen von Momentanschraubungsgruppen des B,,. Die Summe der zugehori-
gen Schraubparameter ist dann eine gewisse lokale Konstante o, des B,,. o, soll fiir unseren
Fall bestimmt werden:

Der Punkt X...% = (£,1,0)" liegt auf der Schraubachse a(o, k) (20), wenn % x i = m, also

Nk (Acos® a+ Bsin® &) + A ccoso = coso— pBsin o
(25)  —&k(Acos’ o+ Bsin® o) + B¢sin o = sin o+ pAcoso

A&coso+Bnsin = pk(Acos’ o+ Bsin® o)

gilt. Die drei Gleichungen sind linear abhéingig, wenn wir den Wert (19) fur p beriicksichtigen.
Aus diesen Gleichungen eliminieren wir nun o und £. Aus den ersten Gleichungen gewinnen

WIr

(26) [E(AL-1)- pAp]cos a+[u(BE—~1)+ pBE]sin o= 0



sowie

k(Acos’ o+ Bsin® o) (L—&) + £ (Acoso+ Bsino) =

(27) : .
= cosa + sino + p(Acoso — Bsin o).

Aus (27) und der dritten Gleichung (25) eliminieren wir nun ebenfalls £ und erhalten

[A E(M-&)+ApL—p-p*A] cosax +
+[Bn(n- &)+ Bpl— p+p*Blsina=0.

Diese Formel und (26) liefern nach Elimination von o eine ia. kubische
Bestimmungsgleichung fiir p, die sich nach einigen Umformungen in der Gestalt

(29)  ABp’+p[AB(E + )+ (AL-1)(BS-D)]+En(B-A) =0

darstellen laBt. Fir AB #0 erhalten wir im algebraischen Sinn 3 Losungen
€N, p, (&0, p,(&E 1), fur die nach dem VIET Aschen Wurzelsatz

(B0)  oy:=p &N+ p,(ENO+p(EN=0
gilt.

Die erwihnte Konstante o, unseres B,, verschwindet daher in unserem Fall an der entspre-
chenden Stelle. Wir notieren den

Satz 4: Die oo® infinitesimalen Transformationen fiir die Losungsschraubungen unseres Pro-
blems sind bei AB # 0 so angeordnet, daf} durch jeden allgemeinen Punkt X des Gang- bzw.
Rastraumes im algebraischen Sinn genau drei Momentanschraubachsen laufen. Die Summe
der drei zugehorigen Schraubparameter ist unabhdngig von der Wahl von X und verschwindet

stets.

8. Wir untersuchen nochmals den momentanen Bewegungszustand unserer Zwanglaufe mit der
inifinitesimalen Transformation (15);

x' 1-Az 0 -y
(€2)) Y=l 0 |cosx+|1-Bz|sinox+| x [v (a,v eR).
z* Ax By 0

Variable o, v flihren fur jeden gangfesten Punkt (x, y, z) auf eine zweiparametrige Schar von
momentanen Bahntangentenvektoren. Sie liegen genau dann in einer Ebene -(x, y, z) wird dann
momentan fléichenldufig gefiihrt -, wenn

1- Az 0 -y
(32) det 0 1-Bz x |=0< (A-B)xy=0
Ax By 0



gilt. Wenn wir von Nabelpunkten (A=B) absehen, werden daher genau die Punkte der beiden
Normalschnittebenen durch die Hauptkriimmungstangenten von @ in P momentan flichenliu-
fig gefuhrt. Die momentanen Bahntangenten gehoren dann Ebenen an, fiir die wir im Fall eines
Ausgangspunktes (x,,0,z,) bei A # 0 die Gleichung

(33) A(x'x,+2'z))—2'= A(x} +2}) -z,

gewinnen. Das aus der momentanen Position des Ausgangspunktes (x,,0,z,) im Rastraum auf
diese Ebene (34) errichtete Lot trifft stets den in den Rastraum durchgedriickten MEUSNIER-

kugelmittelunkt M, (0,0,% = R,) der zugehorigen Hauptkriimmungsrichtung (y =0, z = 0).

Analoges 1aBt sich fiir die Punkte der Normalschnittebene durch die zweite Hauptkriimmungs-
richtung nachweisen.

Wir halten fest in

Satz 5: Zu einem reguldren Flichenpunkt P (¢ Nabelpunkt) eines reguliren
C? —Fldchenstiickes ® gehort gemdfp Abschnitt 4 eine zweiparametrige Schar infinitesimaler
Transformationen, bei denen die Charakteristik auf ® im Fldchenpunkt P einen Doppelpunkt
aufweist. Alle diese infinitesimalen Transformationen erzeugen einen dreiparametrigen Be-
wegungsvorgang B,,. Die bei diesem B,,, momentan fldchenldufigen Punkte X des Gangrau-
mes gehoren genau den beiden Normalschnitiebenen durch die Hauptkriimmungstangenten
von ® in P an. Die momentanen Bahntangentialebenen dieser Punkte X sind normal zur
Verbindung des in den Rastraum durchgedriickten Punktes X mit der zugehirigen MEUS-
NIERkugelmitte M, (0,0,R,) bzw. M, (0,0,R,).

9. SchluBbemerkung: Bei zwangldufiger Bewegung des Flichenstiickes @ mit momentaner
Bewegung (15) besitzt die auf ® auftretende Charakteristik ¢ im entsprechenden Fliachenpunkt
P einen Doppelpunkt. Die Doppelpunktstangenten an ¢ gehéren lokal zur dritten Differentiati-
onsordnung der Fliche @ in P und sind daher durch unseren Ansatz noch nicht erfat. Durch
einfache Rechnung 148t sich nachweisen, dal diese Doppelpunktstangenten tatsichlich in kei-
ner Weise ausgezeichnete Flichentangenten von @ in P sind - das gesamte Biischel (1, P)

kann auftreten.
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