Ebene Schattengrenzen auf euklidischen Dreh - und Schraubfl&chen
Von

Otto ROschel, Leoben

(Mit zwei Abbildungen)
Herrn em. o. Prof. Dr. H. Horninger zum 75. Geburtstag gewidmet.
Abstract. Plane Shade Lines on Euclidean Surfaces of Revolution
or on Helicoidale Surfaces. Given a generating screw or revolution
T and a light point S in common there exists a twisted cubic n(s)
with points being either fixed points at I or with the property,
that their path tangents at I contain S. It is shown, that in
each plane € in common there exists a oneparametric manifold of
curves u, such that u is a plane shade line on I (u). This mani -
fold of curves is characterised by a JACOBIian differential
equation and therefore it holds : The plane shade lines are the
point paths of a oneparametric group B of plane projective trans -
formations in € - the wellknown plane W - curves. Those points

of u(S) lying in € are fixed points - the poles - of B.

Die Untersuchung ebener Schattengrenzen beziehungsweise Isophoten
auf Regelflichen des dreidimensionalen euklidischen Raumes E3 ist
gerade in letzter Zeit Gegenstand bemerkenswerter Untersuchungen
gewesen (vergleiche z.B. [7], [ 81, [12] und [16] ). Als Beitrag
zu diesem Themenkreis sollen in der folgenden Arbeit alle ebenen
1)

Schattengrenzen auf euklidischen Dreh - und Schraubfldchen

bestimmt werden.

1 Das Problem der UmrifRbestimmung von Schraubflichen bei Zentral -
oder Parallelprojektion war schon frilher Gegenstand bemerkenswerter
Untersuchungen von F.W.PALM (vergleiche [9], [10] und [11]). Auf

mdgliche ebene wahre UmriBkurven wird dort jedoch kein Augenmerk

gelegt.



§ 1 Grundlagen

2) t

Unter Zugrundelegung projektiver Koordinaten (xo:x1:x2:x3)
1458t sich ein euklidischer Dreh - oder Schraubvorgang bekanntlich

durch die Abbildungsgleichungen

Yo = X

o o
! Y = x1.cos t - xz.sin t .
Yy = x1.sin t + x2.cos t
L ¥3 T %3 * p.t,xo
3)

mit p € R und t €(-«,+~) beschrieben.

Die feste Lichtdquelle S5 € E3 sei durch (sO:s :32:53)t gegeben.

1
Wenn beziiglich (1) eine Dreh - oder Schraubfldche & existiert, die
eine ebene Schattengrenze u besitzt, so kann der hier interressie -
rende Teil von ® durch Verschraubung von u gemdB (1) erzeugt werden.
Der dabei entstehnde Teil von ® soll I(u) heiBen. Im folgenden

wird die eigentliche reelle Tr&dgerebene € von u festgehalten. Kurven

u, die auf = (u) bei Beleuchtung aus S ebene Schattengrenzen sind,

sollen U - Kurven heifen.

Abbildung 1

2) Bei dieser Darstellung ist X, = 0 die Gleichung der Fernebene,

xl2 + x22 + x32 = 0 die Gleichung des absoluten Kegelschnittes des

zughdrigen dreidimensionalen euklidischen Raumes E3. Wegen dieser
Koordinatisierung wird fallweise auch die komplexe Erweiterung zu -
gelassen; im allgemeinen soll jedoch X ER (i = 0,1,2,3) gelten.

) p ist dabei der euklidische Schraubparameter, x, = X, = 0 die

Gleichung der Achse a. Fiir p = 0 ergeben sich euklidische Drehungen.



Wenn eine U - Kurve u c € existiert, muB gelten (Abb. 1) :

In jedem Punkt U € u besitzt X (u) eine Tangentialebene TU, die

S enth&dlt. Ty wird im allgemeinen von der Tangente tU von u in U

und der Tangente s, der Bahnkurve von U bei (1) aufgespannt. t

U

kann daher als Projektion von s

U
y aus S nach & aufgefaBt werden;
es gilt also : tU = sUc. Diese Uberleqgung ist nur dann nicht

durchfiihrbar,wenn SU die Lichtquelle S enthdlt, oder U Fix -

punkt bei (1) ist. Alle Punkte P des E
4)

37 deren momentane Bahn -

tangenten bei (1) den Punkt S enthalten oder Fixpunkte bei (1)
sind, erfiillen bekanntlichs) eine Raumkurve dritter Ordnung, die
hier u(S) genannt werden soll. u(S) enthdlt stets den Fernpunkt
Au(O:O:O:1)t der Achse a und die absoluten Kreispunkte I und i
(O:1:iV:T:O)t der zu a orthogonalen Ebenen. Im Fall der reinen
Drehung (p = O in (1)) ist die ganze Drehachse a zu ®(S) zu z&dhlen.
Die vorgelegte Ebene € hat im algebraischen Sinn drei Schnitt -
punkte mit u(S), oder € enthdlt einen Teil von u(S)6). Die im all -
17 K2 und K3,

ein etwa in € gelegener Teil von u(S) mit ® bezeichnet. Nur in

gemeinen auftretenden drei Schnittpunkte werden mit K

diesen Ausnahmepunkten kann folgende in Abbildung 1 gezeigte Idee

nicht verwirklicht werden : Ein von U verschiedener Punkt Q von SU

wird aus S nach € projiziert; der Bildpunkt heiBe Qc. Der ist fiir
S ¢ SU - also U & u(S) - von U verschieden und bestimmt mit U zu -
sammen die Gerade sUc. Wenn es durch den Punkt U € € daher eine U -

c .. . .
die Tangente t.. von u in U sein.

Kurve u gibt, muB s U

U

) Ohne Beschridnkung der Allgemeinheit kann die Uberlegung zum

Zeitpunkt t = O in (1) angestellt werden.
5)

6)

Vergleiche zum Beispiel [3, Seite 163].

1(S) muB dann natiirlich zerfallen.
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Dieser Gedanke soll in § 2 analytisch nachvollzogen werden, wobei
gemdfB der m&glichen Lage von € bezliglich der Achse a zwei Fille

getrennt betrachtet werden miissen :

Fall I : g ist weder zu a parallel noch ist a in € enthalten.

Fall IT : € enthdlt a oder ist zu a parallel.

§ 2 U - Kurven in eigentlichen reellen Ebenen

Fall I : € kann ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit in der Gestalt

Xy = k.x2 mit k = konst. € R angesetzt werden. Mit den Bezeichnungen

t .
aus Abb. 1 und U (xo.x1.x2.x3) findet man
t
sU...(A.xO.A.x1 - u.xz.k.xz + u.x1.A.k.x2 + u.p.xo) (2)
mit (A,w) & Rz— (0,0). Wdhlt man Q € sy 2Zu den Parameterwerten
— — c - —-— - - t
A=1u=1, so folgt 0 ...(xo.x1 X,i%, + xz.k.x2 + p.xo) und
. N L _ o _ N 7)
mit den Abkiirzungen D:= k.52 S, und F:= F(xo,x1) = k.x1 P.X
stellt sich
c
Q ...(xO.D sO.F.(x1 - x2).D - s1.F.(x1 + x2).D sz.F. T
t
.k.((x1 + x2).D - s2.F))
ein.

In inhomogenen Koordinaten (x:= X1/Xo’ yi= x2/xo, Z:= x3/xo fiir

X # 0) kann der Richtungsvektor ALvon tU = [U,QC] in der Form

AA= {y.D + (s1 - so.x).(k.x - p)/ -x.D + (s2 - so.y).(k.x -p)/ (4)

/ k.( - x.D + (52 = so.y).(k.x - p))}t

geschrieben werden. Dabei ist zu beachten, daB So nur O oder 1 sein

7)

1}

D = 0 ist die Bedingung dafiir, daB S in € liegt. F 0 ist zu -
sammen mit Xy = k.x, die Gleichung der Charakteristik m von € be -

2
ziiglich (1).




darf, und zwar gilt

O, wenn S Fernpunkt ist, also Parallelbeleuchtung
vorliegt.

1, wenn S eigentlich ist, also Zentralbeleuchtung
vorliegt. ’

Wenn nun ein durch {x(v)/y(v)/k.y(v)} (v € J ¢ R) parametrisiertes

U - Kurvenstilick u der Klasse C1 in € vorliegen soll, muB gelten

dx v.D + (s1 = so.x).(k.x - p)

= = , 2 = k.y. (5)
dy - x.D + (32 - so.y).(k.x - p)

Das ist eine JACOBIsche Differentialgleichung (vergleiche [13,
Seiten 245 ff.] oder [15, Seiten 35 ff.]). (5) ist eine notwendige
Bedingung fiir die gesuchten U - Kurven. Daf umgekehrt jede L&sung
von (5) eine der gesuchten U - Kurven ist, ist evident. Hiemit
kénnen nun globale Aussagen flir die U - Kurven gemacht werden. Zu -
ndchst folgt aus bekannten S&dtzen liber Existenz und Eindeutigkeit

von L&sungen der Gleichung (5) der

Satz 1 : Die U - Kurven auf Dreh - oder Schraubfldchen des eu -
klidischen Raumes E3 sind in Ebenen € # a genau die Ldsungen
einer JACOBIschen Differentialgleichung (5); durch jeden nicht -

singuldren Punkt von € existiert genau eine U - Kurve.

Die eben angesprochenen singuldren Punkte sind im allgemeinen

17 K2 und K3 von 1 (S) und 89).

In diesem Fall sind dann die Verbindungsgeraden der drei singuldren

fiir s ¢ 88) genau die Schnittpunkte K

Punkte L8sungsgeraden von (5). Lings einer dieser L8sungsgeraden -

8) Also D # 0 in (5).

?) Dies deshalb, weil dann in Abbildung 1 QC = Uy wird.



sie heife g - existiert an I(g) eine einzige Tangentialebene,
die auBerdem S enthidlt; g gehdrt damit dem Tangentenkomplex von
(1) an und ist gleichzeitig Sehne von u(S). Das gilt filir alle
Ebenen, die S nicht enthalten. Da auch die S epthaltenden Sehnen

von % (S) nach Definition Bahntangenter von (1) sind, gilt der

Satz 2 : Die Sehnenkongruenz von u(S) ist Teil des Tangenten -

komplexes von (1).

Anders liegen die singuldren Punkte filir S € 810): Man erkennt

sofort, daB dann die Gerade k.x - p = O, z = k.y durchwegs sin -
gulidre Punkte von (5) trédgt. Diese Gerade ist genau die Charak -
teristik m von € beziiglich (1). Der noch verbleibende Teil von
(5) ist dann bis auf eine Ausnahme leicht zu diskutieren : Die
L8sungen sind die Geraden des Strahlblischels (S,eg).

Im Ausnahmefall D = O (S € €) mit k = p = O beziehungsweise

s =8 = 0 folgt aus (5) fiir alle Punkte von € die Glei -

o 1~ %2
chung dx/dy = 0/0. Jeder Punkt von € ist damit singuldr, und
jede beliebige Kurve kann als U - Kurve dienen. Nun sollen diese
beiden F&dlle diskutiert werden :

a) D=0Omit k =p =0

(A1) € ist Normalschnittebene einer Drehfliche (p = O in (1),

wobei S in € liegt.

b) D = 0 mit S, = 8, =

Hier gilt wegen D = k.s, - s

3 0 auch noch Sy = O, was unmdglich

ist. Damit gilt der

Satz 3 : Die U - Kurven auf Dreh - oder Schraubflichen des eu -
klidischen Raumes E3 sind in Ebenen € # a flir S ¢ € genau die

Geraden des Strahlblischels (S,e) und die Charakteristik m von €

1
0) Also D = 0 in (5).



bezliglich (1). Nur in dem Fall, daB € Normalschnittebene einer
Drehfldche ist, kann jedes in € gelegene Kurvenstiick als U -

Kurve dienen (Ausnahmefall (Aa1)).

Fall II : € enthdlt a oder ist zu a parallel.’

4

Ohne Beschré&nkung der Allgemeinheit kann € hier in der Gestalt

X, = k.xo mit k = konst. € R angesetzt werden. Mit den selben

2

Bezeichnungen und Uberlegungen wie in Fall I erhdlt man

dx x.(so.x - s1) + k.D
—_— = » Yy = kmit D = k.s_ - s, (6)
dz x.(so.z - s3) - p.D e

als kennzeichnende Differentialgleichung der U - Kurven in €.
Diese Differentialgleichung ist wie (5) eine JACOBIsche. Damit

gilt der

Satz 4 : Die U - Rurven auf Dreh - oder Schraubfldchen der eu -
klidischen Raumes E, sind in Ebenen € || a oder a c € genau die
Lsungen einer JACOBIschen Differentialgleichung (6). Durch jeden

nichtsinguldren Punkt existiert genau eine U - Kurve.

Wieder sind flir S ¢ € (D # 0O) und (k,p) # (0,0) die singuldren

Punkte genau die Schnittpunkte K K, und K, von % (S) mit €.

17 72 3
Fir S € € (D = 0) oder k = p = 012) ist jeder Punkt der Geraden
x = 0, y = k singulérer Punkt]3). Die verbleibende Differential -

gleichung besitzt dann im allgemeinen genau das Strahlbiischel

14)

(S,e) beziehungsweise (S"',eg) als Restldsung.

Die einzige Ausnahme tritt dann ein, wenn neben S, = 84 T 837 0

noch D = 0 oder k = p = 0 gilt. Die erste M&glichkeit flihrt wegen

D = k.so - s, = O auf einen Widerspruch, die zweite ergibt
11)

12)
13)
14)

D = 0 bedeutet wieder, daB S € € ist.
Dann liegt in (1) eine Drehung vor; € ist Meridianschnittebene.
Das ist wieder genau die Charakteristik m von € bzgl. (1).

Dabei besitzt S"' die Koordinaten (s :s,:k.s :s )t.
o o" "3

1




(A2) € ist Meridianschnittebene einer Drehfldche (p = O in (1));
S ist der zu e orthogonale Fernpunkt.
Genau im Ausnahmefall (A2) ist jedes in € gelegene Kurvenstilick

U - Kurve. Damit gilt der

Satz 5 : Die U - Kurven auf Dreh - oder Schraubflichen des eu -
klidischen Raumes E,; sind in Ebenen € | @ oder a ¢ € im allgemeinen
flir S € € und im Fall k = p = O genau die Geraden des Strahl -
biischels (S,e) bzw. (S"',e) und die Charakteristik m von € be -
zliglich (1). Nur in dem Fall, daB e Meridianschnittebene einer

Drehfldche und S der zu € orthogonale Fernpunkt ist, kann jedes

in € gelegene Kurvenstiick als U - Kurve dienen. (Ausnahmefall (A2)).

§ 3 U - Kurven als Bahnkurven einparametriger projektiver Trans -

formationsgruppen der Ebene €

In den beiden in § 2 diskutierten Fdllen sind die U - Kurven
im allgemeinen L8sungen von gewissen JACOBIschen Differential -
gelichungen (5) und (6). Flir diese L&sungskurven gilt nun der

folgende in [13, Seite 251] angefiihrte

Satz 6 : Sdmtliche L&sungskurven einer gewShnlichen Differential -
gleichung erster Ordnung sind genau dann Bahnkurven einer ein -
parametrigen ebenen projektiven Transformationsgruppe, wenn die

Differentialgleichung eine JACOBIsche ist.

In [13, Seiten 245 ff.] und [15, Seiten 35 ff.] sind L&sungs -
methoden filir solche Differentialgleichungen angegeben. Diese
Methoden verwenden im allgemeinen jedoch die L&sungen einer ge -
wissen Gleichung dritten Grades, die hier mit dem allgemeinen An -

satz nicht zu ermitteln sind. Es soll daher versucht werden, mit



Hilfe des Satzes 6 Aussagen Uber die m8gliéhen U - Kurven zu dge -
winnen. Dabei sollen im folgenden die Sonderfédlle (A1) und (A2)
ausgeschlossen werden, in denen ja alle Punkte von € singuldre

Punkte der zugehdrigen JACOBIschen Differentialgleichung sind.

Nach G. SCHEFFERS [13, Seiten 204 fg.] sind die Bahnkurven ein -

parametriger ebener projektiver Transformationsgruppen die be -

kannten W - Kurvenls). Eine projektive Klassifikation dieser

projektiven Bewegungsgruppen findet sich bei F. KLEIN und S. LIE
in [6, Seiten 54 ff.]. Die Schnittpunkte von ®(S) mit € sind im
allgemeinen genau die Pole dieser projektiven Bewegungen. Je nach

Realitdt und Vielfachheit dieser Pole lassen sich 6 Typen unter -

scheiden ]6):

TYP 1 : K1, K2 und K3 sind reell und paarweise verschieden, weitere
singuldre Punkte existieren in € nicht. Die W - Kurven enthalten
dann genau zwel der drei Pole und beriihren dort die Verbindungs -

gerade zum dritten Pol. Als ausgezeichnete projektive Normalform

kann in inhomogenen Koordinaten die allgemeine Parabel x = yA

(A €ER - 0), z = 0 dienen.

TYP 2 : K1, K2 und K, sind paarweise verschieden; auBerdem existiert

3

noch eine Gerade ( etwa [K2,K3]) mit durchwegs singuldren Punkten.
Dann liegt eine projektive Zielbewegungsgruppe der Ebene vor; Ziel -

punkt ist K Die zugehSrigen W - Kurven sind die Geraden durch K,.

1° 1
Dieser Typ tritt dann ein, wenn die Situation von Satz 3 oder 5

vorliegt, ohne daB S auf der Charakteristik m = [K K von €

27 3]

liegt.
TYP 3 : K1 ist reell, K2 und K3 sind konjugiert komplex; weitere
singuldre Punkte existieren in € nicht. Die zugeh®Srigen W - Kurven

sind vom Typ der logarithmischen Spirale mit K, als gemeinsamem

1

15) Siehe auch bei G. BOL [Il, § 7 (Seiten 30 - 33)].
16)

Siehe etwa bei H. FRANK [5, § 4 (Seiten 18 ff.)].



Zentrum.

TYP 4 : K1 = K2 # K3; weitere singuldre Punkte existieren in €
nicht. € enthidlt hier eine Tangente von u(S) - Berithrpunkt ist

K1 = K2. Als projektive Normalform der zugehdrigen W - Kurven

kann die Exponentialkurve y = ex, z =0 dienén.

TYP 5 K2 = K3 # K1 ; auBerdem existiert eine Gerade t mit durch -

wegs singuldren Punkten. t ist dann genau die in € gelegene Tan -
gente von u(S). Wieder liegen projektive Zielbewegungen vor. Die

W = Kurven sind Geraden durch K1. Diese Situation entsteht wie

bei Typ 2 gemdB Satz 3 oder Satz 5.

TYP 6 : K1 = K2 = K3. Die zugehdrigen W - Kurven sind im all -

gemeinen Kegelschnitte eines Hyperoskulationsbilischels mit K1 = K2 =

= K3 als Hyperoskulationsort. Das tritt genau dann ein, wenn €

Schmiegebene von % (S) ist.

| Abbildung 2|

Die Abbildung 2 zeigt den interressantesten Fall von Typ 6 : €

ist Meridianebene - enthdlt also a - und gleichzeitig Schmiegebene

von n(S) (k = O und s, = O in (6)). S wurde als eigentlicher Punkt
gewdhlt. Fiir den Ansatz Sq = O wird aus (6) nach Normierung von
s =1
e}
2
dx
—_— = = lr§]=O. (7)

Die L&sungen sind fiir S, # 0 (S ¢ €) und p # O Kegelschnitte,
die sich im Schraubachsenfernpunkt (Fernpunkt der z - Achse) hyper -

oskulieren. IThre gemeinsame Asymptote ist a. Man bestdtigt leicht,
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daBl die gleichseitige Hyperbel u
y =0, X.z2 = - p.sz/2 (8)

eine L&sung von (7) ist. Die librigen LOsungskegelschnitte ergeben
sich dann durch ebene perspektive Affinitatqn aus u, wobei die
Schraubachse a die Affinitdtsachse uné der Schraubachsenfernpunkt
das Zentrum ist.

Flir die Abbildung 2 wurde p = 2 und S zu (1:0:16:0)t gewdhlt.
Es handelt sich um eine Zentralprojektion eines Teiles wvon I (u)
mit S als Projektionszentrum und € als Bildebene.17) % (u) durch -
dringt sich lbrigens selbst, wobei in der Figur diese Schnitt -
kurve die zwischen E und F verlaufende Bahnschraublinie ist.

Zusammenfassend gilt der

Satz 7 : Die mdglichen U - Rurven (ebenen Schattengrenzen) auf
Dreh - oder Schraubfldchen des euklidischen Raumes E3 sind in
sdmtlichen eigentlichen Ebenen Bahnkurven einparametriger pro -
jektiver Transformationsgruppen der betrachteten Ebene €, also
ebene W - Kurven. Die Pole dieser Transformationsgruppen sind
im allgemeinen die Schnittpunkte von ux(S) mit €. Die einzigen
Ausnahmen bilden die Fille (A1) und (A2), in denen jedes in €

gelegene Kurvenstlick als U - Kurve dienen kann.18)

17) .. . .
Die Meridianhyperbel u wird dabei von den Punkten A, B, C und D

begrenzt; u ist dann ein Teil des wahren Umrisses von Z(u).

15D Die Bestimmung der Meridiankurven der entstehenden Schraub -

flidchen erfordert im allgemeinen Fall das Ldsen einer transzen -
denten Gleichung, was nur in Spezialfdllen ohne Ndherungsverfahren

mdéglich ist.
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