Ebene Schattengrenzen auf Flichen mit besonderer projektiv -
kinematischer Erzeugung
von
Otto R&schel

Leoben

In letzter Zeit sind bemerkenswerte Arbeiten iiber Regel -
fldchen des reellen dreidimensionalen projektiven Raumes PS
mit stetigen Scharen ebener Schattengrenzen entstanden (vgl.
[6], [7] und [13])1). In [6] und [7] hat K. MEIRER festge -
stellt, daB diese ebenen Schattengrenzen im allgemeinen ebene
W - Kurven sind ; die betrachteten Regelflidchen erweisen sich
als Projektivspiralflichen.

In [10] ist der Nachweis gelungen, daB auch die auf eukli -
dischen Dreh - und Schraubflidchen auftretenden ebenen Schat -
tengrenzen im allgemeinen ebene W - Kurven sind.

Dieser Sachverhalt wird in der vorliegenden Arbeit
auch fir eine Flidchenklasse mit besonderer projektivkine -
matischer Erzeugung bewiesen (Abschnitt 1). AuBlerdem werden
alle Fldchen mit ebenen Schattengrenzen bestimmt, die eine
zweiparametrige projektive Transformationsgruppe deslP3 ge -
statten. Wir nennen diese Fldchen P2 - Flidchen mit ebenen

Schattengrenzen und studieren sie in Abschnitt 2.

1. Jede Flidche @ des PS, die beziliglich einer stetigen Licht -
punktmenge L(t) (t € (-~,+%)) eine stetige Schar ebener Schat-
tengrenzen c(t) in Schattenebenen e(t) tridgt, 148t sich durch

Projektivbewegung A(t) der Schattengrenzen c(t) erzeugen. Die

1) Weitere Literaturhinweise finden sich in [13].

—



Bahnkurven der Punkte von c(t) sind dabei die Streiflicht -
spuren (vgl. [6, S. 122 £f.]). R. WALTER hat gezeigt [12, S.
361 ff.], daB die Einschridnkung von A(t) auf e(t) eine
{e(t),L(t)} - Zentralbewegung mit dem Lichtpunkt L(t) als
Zentralpunkt ist.z)
Im folgenden wollen wir den uninteressanten Fall L(t) € e(t)
von unseren Betrachtungen aussschliefien : Die Schattengrenze
c(t) ist dann eine Gerade, die entweder L(t) nicht enthdlt -
es entstehen die trivialen Torsen - oder durch L(t) hindurch -

geht - die '"Schattengrenze c(t)'" ist projizierend.

Wir beweisen nun den

Satz 1 : Gegeben sedl edine Fldche @ des dreidimensionalen pho -
jektiven Raumes P, mit edinen stetigenm Schar ebenern Schatten -
grenzen c(t) in Schattenebenen e(t) (t € (-»,+=)]) beziglich
der Lichtpunkte L(t) ¢ elt). Exdstient zu ednem Zedltpunkt

t = ia edn {fin {s(to),L(IO)} nichtzentralen projektivern Be -
wegungsvorgang B(t), der die ebenen Schattengrenzen c(z) in -
einandern Oberflihnt, so0 sind diese ebenen Schattengrenzen ebene

W - Kuaven.

Beweds : B(to) besitzt eine infinitesimale projektive Trans -
formation der Gestalt
dx. M

e de . 3 Gy =0,1,2,3 N we (meyee)) (1.1)
du 1 (0] J

2) Eine integralfreie Darstellung der Zentralbewegungen gibt

A. OZKAN [8, S. 378 ff.] an.

3) (xo:x1:x2:x3)t sind die iiblichen homogenen Koordinaten im PS’
der bei Bedarf komplex erweitert werden soll.

4) Wir verwenden die Einsteinsche Summationskonvention.



Abbildung 1
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mit konstanten Koeffizienten aij(to) 1= aij € R, die eine
einparametrige projektive Transformationsgruppe T erzeugt.
Die Matrix (aij) besitzt die vier Eigenwerte Tos Tqs Ty und

1

T, mit zugehdrigen linear unabhingigen Eigenvektoren Mp, My

3
ﬂz und ﬂs. Werden die ﬂi (i = 0,1,2,3) als Basis des PS
betrachtet, so 148t sich die Menge aller Punkte Z (Co:£1:C2:§3)E
die bei T Bahntangenten durch den festen Punkt L (AO:A1:A2:A3)t
schicken oder Fixpunkte sind, durch

A
1

. = ——— (i = 0,1,2,3) (1.2)
1 + S.T;
mit reellem Parameter s beschreiben. (1.2) stellt im allgemeinen
eine Raumkurve dritter Ordnung k(L) dar (vgl. [9, S. 46 ff.]),
die zerfallen , aus einer Ebene und einer L enthaltenden Ge -
raden bestehen oder den ganzen Raum PS umfassen kann.

Wir wollen nun in einer festgehaltenen reellen Ebene ¢ (x3=0)
alle jene Kurven c bestimmen, die auf der Bahnfldche T(c) von
c bei Beleuchtung aus dem nicht in e gelegenen Lichtpunkt L
(0:0:0:1)t ebene Schattengrenzen (ES - Kurven) sind. Es sind

dies die Integralkurven des folgenden Richtungsgeldes (Abb. 1):
Abbildung 1

Die Bahntangenten Sy der Punkte X (xO:x1:x2:O)t von € bilden
bei T zum Zeitpunkt u = O eine Geradenkongruenz, fir die

R. WALTER sechs Normalformen angibt [12, S.347]. Sie wird durch

: . c . .
Sxi = (m.aiJ + n.6iJ).xj ) (i =0,1,2,3 3 j =0,1,2) (1.3)

mit (m,n) € (RZ - (0,0)) beschrieben. Die Tangentialebene t(X)

5) Mit den Kroneckersymbolen 613.



von T(c) in einem reguldren Punkt X einer ES - Kurve ¢ in €
mufl den Lichtpunkt L enthalten. Die Tangente tC(X) von c¢ ist
daher im allgemeinen der Zentralrifl der Bahntangente Sy mit
der Lichtquelle L als Projektionszentrum und der Bildebene €.
Nach geeigneter Parameterwahl w € (-«,+~) muBl dann fir die
Parameterdarstellung xi(w), Xz = 0O (i =0,1,2 ; X, € C1) einer

ES - Kurve c in € das lineare homogene Differentialgleichungs -

system

~
”
1]

z =0 (1,7 =0,1,2) (1.4)

erfiillt sein. Die L&sungen sind Bahnkuiven einer ednparameitrigen
projektiven Trhansformationsgruppe € in der Ebene e, deren Fix -
punkte zu den singulidren Stellen von (1.4) gehdren ; es sind

6). Alle Punkte

dies genau die Schnittpunkte von k(L) mit €
der Ebene € sind genau dann singulir, wenn T {e,L} - Zentral -
bewegung ist. Dann kann jedes ebene Kurvenstiick von € als

ES - Kurve angesprochen werden. In allen anderen Fidllen ist

evident, dafl umgekehrt auch jede LOsung von (1.4) eine ES -

Kurve in € abgibt, womit Satz 1 bewiesen ist. O

2. Wir legen unseren Untersuchungen eine zweiparametrige
projektive Transformationsgruppe [T,T*] zugrunde, wobei die
von T unabhingige einparametrige projektive Transformations -

gruppe T* durch

dx, = _ N
T T 2T Xy (i,j = 0,1,2,3 ; u € (-=,+=)) (2.1)
du -

mit konstanten Koeffizienten aij*e R festgelegt sei. Wie in

6) Eine Klassifikation dieser ES - Kurven nach den Schnitt -

punkten von k(L) mit € wurde in [10] vorgenommen.



Abschnitt 1 halten wir eine reelle Ebene ¢ (x3 = 0) fest
und versuchen, ES - Kurven c¢ bezliglich der Lichtquelle L
(O:O:O:T)t zu ermitteln. Da ausgeschlossen werden kann, daf

€ bei T und T® Fixebene ist, bleiben zwei Fdlle getrennt zu

diskutieren

2.1. T ist {e,L} - Zentralbewegung. Nach [8, S.379] existiert
dann in € eine Fixpunktgerade z von T. Solche Projektivbewe -
gungsgruppen werden von W. LINGENBERG [5, S. 409 ff.] ALL -
gemedine Profektivrotationen und von K. MEIRER [6, S. 123]
Projektivspiralungen oder profektive Grenzspiralungen (P -
Spiralungen bzw. PG - Spiralungen) genannt, je nachdem eine
zu z windschiefe Fixgerade z von T existiert oder nicht.

J. TOLKE zeigt [11, S.33 ff.], daR der Zentralpunkt L der
Nebenachse z von T angehért.7)(Die Breitenkurven in Ebenen
durch z sind auf diesen P - bzw. PG - Spiralflichen trivialer-
weise ES - Kurven ; der Lichtpunkt liegt auf der Achse z.)

W. LINGENBERG [5, S. 427 ff.] und K. MEIRER [6, S. 124 ff.]
haben diese P - bzw. PG - Spiralungen eingehend studiert und
auch Noamalformen angegeben
P - Spiralungen T mit Achse z (xz = Xz = 0) und Nebenachse z

(x_ = X, = 0)

0
t t .
T PS-—————~—>-P3, (xO:x1:x2:x3)———a»(xo:x1:y2:y3) mit
yz(u) = eau.(xz.cos u - x3.sin u)
o _ (2.2.A)
YS(U) e .(x2.51n u + Xz.CO0S u),
syz(u) = eau‘(xz.cosh u + xs.sinh u)
(2.2.B)

1]
(¢

lyB(u) .(xz.sinh u - xs.cosh u) oder

7) J. TOLKE nennt diese Bewegungen Ax.{iafbewegungen [11, S. 347.



e x
2

y, (1) BB.C
{ys(u) = (x3 + xz.u).eau, o

wobei a eine reelle Konstante ist.

PG - Spiralungen T mit Achse z (xo=x1=0) und Nebenachse z

(xo=x2=0)

t

t I BroE :
_____-(xo.y1.x2.y3) mit

T : P3 -—~#-P3, (XO:X1ZX22X3)

yz(u) = x5 + x_.u oder
Ys(u) = xg * 2.x1.a.u * X .a.u

(a = konstant € R).

Da T keine {e,L }- Zentralbewegung sein kann - sonst wire
[T,T*] keine zweiparametrige projektive Transformationsgruppe -,
induziert T vermdge (1.4) in der Meridianebene € durch die
Achse z von T eine einparametrige projektive Transformations -
gruppe E*, deren Bahnkurven als Meridiankurven der gesuchten
Fldchen in Frage kommen. E* besitzt Fixpunkte in den auf z ge -
legenen Fixpunkten von T® und im Punkt M:= (z,e), da z auch
bei T* Fixgerade sein muf und damit k(L) beziliglich ™ angehort
(vgl. (1.2)). Wird e samt E* der P - bzw. PG - Spiralung T
unterworfen, so wird dadurch im P3 eine einparametrige pro -
jektive Transformationsgruppe U induziert, fir die z Fixpunkt -
gerade (Achse) und z Fixgerade (Nebenachse) ist. Damit ist auch
U eine P - bzw. PG - Spinaﬂung.s) Die hier zulidssigen Flichen
sind daher P2 - Flidchen mit konfugierten P - bzw. PG - Spira -
Lungen T und U (vgl. [6, S. 127]). Wir bezeichnen diese Fléchen

im folgenden als P2 - Spiralgldchen. Mit den Normalformen (2.2.A)

8) B* gestattet T fir u = k.n (k € Z).



bis (2.2.E) existieren neun Typen von P2 - Spiralflichen, deren

Parameterdarstellungen und Gleichungen die folgenden sind ?)
_ .bv _ _bv .
yo(u,v) = e .COS V y1(u,v) = e .sin v
yz(u,v) = e cos u y3(u,v) = e .sin u (2.3.A.A)
71 73
2.(b.arctan(—) - a.arctan(==))
2 2 2 2
Yo  * ¥t = (" +ys e Yo Y2,
yo(u,v) = ebv.cosh \% y1(u,v) = ebv.sinh \%
yz(u,v) = ¢ cos u ys(u,v) = a®¥ . cos u (2.3.A.B)
b+1 Y3
(y. + y) 2.a.arctan(—)
0 1 _ 2 + 2 }’2
v b_T (YZ Y3 )'e ’
(yo = vq)
Yo(u,v) = e vy (,v) = v.e®
yz(u,v) = e cos u ys(u,v) = ¢ sin u (2.3.A.C)
y b4 b3 y
2.b. (21 + 1n (5% + 232 = 2.a.arctan (&)
Yo Yo Yo Y2
yo(u,v) = ebv.cosh Y% y1(u,v) = ebv.sinh %
yz(u,v) = ¢ cosh u ys(u,v) = ¢2¥ . sinh u (2.3.B.B)
b+1 a+
(Yo = ¥q) _ O - v3)
: b-1 a-1
(yy * ¥q) (¥, * v3)
b b
Yo (V) = o v y,(u,v) = v.e’’
yz(u,v) = ¢ cosh u ys(u,v) = ¢® . sinh u (2.3.B.C)
71
Yo.2  Y3.2. 2b50) Yy 4 V3,
(GD* - e o = (0,
) o} o} 2 3

9 A . ] :
) Diese Darstellungen entstehen, wenn ein nicht auf dem Fix -

tetraeder von T und U gelegener

Punkt P zuerst T und danach U

unterworfen wird. Filir die Fldchen (2.3.A.A) bis (2.3.C.C) wurde

P zu (1:0:1:O)t, fiir (2.3.D.D) zu (1:1:1:O)t, ftir (2.3.D.E) zu

(1:1:0:0)t und fir (2.3.E.E) zu

(1:0:0:0)t gewdhlt.



- b
y, (w,v) = e yi@,v) = v.eP
‘yz(u,v) = 8l y3(u,v) = u.e?" (2.3.C.0)
Y2 Y3 71
In (7) = a.(z=) - b.(z) ,
7o Y2 Yo
Yolu,v) =1y, (u,v) = ™y, (u,v) = e % yz(u,v) =u + v
Ys (2.3.D.D)
Yib _ Y2.a a-b-(y—)
(7—) - (Y_) .€ 0 ’
o) o)
- _ Jau _ _ 2
yo(u,v) = 1 y1(u,v) = e yz(u,v) = v ys(u,v) =u + b.v
(2.3.D.E)
y Yo 9 Y
a () - b.GAD =1 D,
o) Yo Yo
_ _ a _ 2 2
yo(u,v) = 1 y1(u,v) = u yz(u,v) = v ys(u,v) = a.u" + b.v
(2.3.E.E)
y Yy g Yo 2
) = a.GhH% +b.EH
Yo Yo Ty
10)

mit u, v € (-»,+~) und reellen Konstanten a und b.
Unter diesen Fldchen befinden sich auch die von K. MEIRER
([6] bzw. [7]) gefundenen windschiecfen Regelfldchen mit ebenen
Schattengrenzen : Typ (2.3.A.A), Typ (2.3.B.B), Typ (2.3.C.C)

und Typ (2.3.D.D) mit a = b = 0 bzw. die trivialen Flichen

zweiter Ordnung bei den tibrigen Typen.

Auch bemerkenswerte Kegef finden sich unter diesen P2

H
o

Spiralflédchen : Die Typen (2.3.A.C) und (2.3.B.C) mit b
sowie (2.3.C.C), (2.3.D.D), (2.3.D.E) und (2.3.E.E) mit a = O
oder b = 0. Diese Kegel besitzen eine ebene W - Kurve als

Leitkurve.
10)

Diese Flidchen finden sich auch unter den von S. LIE [4, S.494ff.]
angegebenen P2 - Flidchen ; dort fehlt der Hinweis auch ihre

ES - Eigenschaft. Die Parameterlinien u = konst. und v = konst.

sind Meridian - bzw. Breitenkurven der erzeugenden P - bzw. PG -

Spiralungen ;sie sind ES - Kurven flir geeignete Lichtpunkte.



Algebradische P2 - Spiralflichen sind genau die Fldchen der
Typen (2.3.A.B) mit a = Ound b € Q, (2.3.B.B) mit a, b € Q,
(2.3.B.C) mit b = O und a € Q, (2.3.D.D) mit a = O und b € Q
bzw. a € Q und b = 0 und bei den Ubrigen Typen die als Grenz -
fdlle auftretenden Flidchen zweiter Ordnung.

Die Fldchen (2.3.B.B), (2.3.B.C) und (2.3.D.D) konnen unter

Umstidnden noch auf wedltere Anten als P - bzw. PG - Spiralfldchen

erzeugt werden 11):

(2.3.B.B) geht durch die reelle projektive Kollineation

ey ey e t = - . = . — - . - t
(xo.x1.x2.x3) ———--(zo X=Xy P Z4SX Xy 1 2,5X,"Xg o Zg x2+x3)

in die Normalform (vgl. [6, S. 137 (7.8.a)] fiur a = b)

b+1 a+1
%o 2
b1 = a1 (2.4)
1 3

mit dem konjugierten ES - Kurvennetz (u = konst. bzw. v = konst.)

v (b=1) LV (b+1)

zo(u,v) = 21(u,v)

(2.5)

eu(a-1) eu(a+1)

2y (u,Vv) z5(u,v)

tiber. Sieht man von a = b = 0 ab (Fldche zweiter Ordnung), so
148t sich (2.4) noch durch genau zwed weifere konfjugiente P -

Spirnalungen mit dem Bahnkurvennetz (u = konst. bzw. v = konst.)

to(u,v) = eV () = 7D (2.6.a)
2, (u,v) = e’ (P*1) SNORSIMPLILEL

und

o () = 17 2y (uw) = MY (2.6.b)
2 (u,v) = (1P 2o (u,v) = oV (OF1)

) Der Fall der Flichen zweiter Ordnung ist hier nicht von

Interesse.
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erzeugen. Achsen dieser P - Spiralungen sind die von z und z
verschiedenen windschiefen Geradenpaare des Fixtetraeders von
T und U. Die Bahnkurven dieser neuen P - Spiralungen sind wie

die von T und U ES - Kurven der Flidche.

(2.3.B.C) wird durch die reelle projektive Kollineation

iy e t - . - . = - . = t
(xo.x1.x2.x3) ————a—(zo—xo Pz x2+x3 PZyTX)Xg 1 Zg x1)
auf die Normalform

3
z _ z 2.b. (=)
= A e % (2.7)
o o)
mit dem kofijugierten ES - Kurvennetz
ZO(u’V) = ebv Z'I(u’v) = eU(a+1)
(2.8)

z,(u,v) = eu(a-1) z.(u,v) = v.e?V

transformiert. Ein Vergleich mit (2.3.D.D) zeigt, daB genau fir

2

a- -1 2.b (2.9)

1l

auf der Fldche noch das konjugdlernte PG - Spiralkurvennetz

eu(a+1)

I
—_

zo(u,v) z1(u,v)

(2.10)

z, (u,V) eV (1-a) z.(u,v) = u + v

ein ES - Kurvennetz ist (vgl.(2.3.D.D), u = konst. bzw. v = konst.).
Umgekehrt 148t sich jede Fliche des Typs (2.3.D.D) genau dann
auch als P - Spiralfliche erzeugen (Typ (2.3.B.C)), wenn in
(2.3.D.D)

a->b=2 (2.11)

gilt. Als Zusammenfassung gilt

Satz 2 : ALLe PZ - Spiralfldchen tragen zumindest ein konjugiertes
Netz ebenen Schattengrenzen ; es sind dies die Bahnkurven den
die Fldche enzeugenden P - bzw. PG - Spiralungen - die zugehirdigen

Lichtpunkte Liegen auf den Achsen diesen Bewegungen. Von Fldchen
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zwedten Orndnung abgesehen, tragen genau die Fléchen des Typs
(2.3.B.B) im allgemeinen noch zwel weitere Kurvennetze diesen
Arnt, Fléchen des Typs (2.3.B.C) und (2.3.D.D) unter gewissen

Umstinden edin weitzneé.lz)

2.2. Weder T noch T" ist {e,L} - Zentralbewegung. GemdB (1.4)

induzieren T und T® in e lineare homogene Differentialgleichungs -

systeme
%5 j ix
e H (m.ai + n.a; ).xj » Xz o= 0 (i,j = 0,1,2) (2.12)

mit (m,n) € (RZ—(O,O)), deren L&sungen als ES - Kurven in ¢

in Betracht kommen. Entweder existiert nun in [T,T*] eine
einparametrige Untergruppe S, die {e,L} - Zentralbewegung ist
(was in 2.1 besprochen wurde), oder (2.12) besitzt genau dann
Losungen, wenn die Gesamtheit der fiir (m,n) = konst. von (2.12)
in € induzierten einparametrigen projektiven Transformations -
gruppen E(m,n) eine zweiparametrige projektive Transformations -
gruppe der Ebene € bildet. Die mdglichen ES - Kurven sind dann
Kegelschnitte oder Geraden. Da Geraden auf die trivialen Torsen
von Raumkurven daltten Orndnung odern auf Kegel zwedltenr Orndnung fithren,
kommen fiir uns nur Kegelschnitte in Betracht. Ist nun die Ebene ¢
Fixebene bei T (T*), so ist T (T*) eine projektive Drehung (P -
Spiralung mit a = 0 in (2.2.A) und (2.2.B) oder PG - Spiralung
mit a # O in (2.2.E)) mit Achse z in €, was in 2.1 diskutiert
wurde. Wenn e weder fir T noch fiir T* Fixebene ist, besitzt die
entstehende Flidche eine zweiparametrige Kegelschnittsschar,

ldngs der sie von Kegeln zweiter Ordnung berithrt wird. Ein

12) Flir a = b stellt sich bei Typ (2.2.B.B) eine von K. MEIRER
[6, S. 137 (7.8.a)] gefundene ES - Regelfliche ein. Auf diesen
Fléchen wird das Netz (2.6.a) zu den Erzeugenden der Fliche, die

ihre zugeh6rigen Lichtpunkte enthalten und damit projizierend

sind.
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Vergleich mit den von S. LIE [4, S. 494 ff.] angegebenen P2 -
Fldchen zeigt, daB daflir nur die Fldchen zwediten Ordnung in
Betracht kommen.
AuBerdem ist damit klar, daB auf den lbrigen P2 - Spiral -
flichen neben den schon erwidhnten ES - Kurvenscharen keine

weiteren mehr existieren.

Satz 3 : PZ - Fldchen mit ebenen Schattengrenzen sind genau

die P?2 - Spiralfldchen, die Fldchen zweiter Ondnung und die
Tornsen von Raumkurven dritter Ondnung. Die ebenen Schatten -
ghenzen sind auf den P2 - Spiralfldchen die ebenen Bahnkhurven al-
Len enzeugenden konjuglernten P - bzw. PG - Spiralungen, aug

den Fldchen zwedlten Orndnung die ebenen Schitte und auf den

Tornsen der Raumkurven drittern Orndnung die Erzeugenden.
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