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Abstract. In this paner we show, that the classical theorem of
HOLDITCH also holds in the isotropic plane. Than we give an
interpretation for the only invariant M, which determines the
area of the point - paths of a periodic motion in the isotropic

plane.

Der klassische Satz von HOLDITCH aus dem Jahr 1858 (vergleiche
[9]) war in letzter Zeit mehrfach Gegenstand bemerkenswerter
Untersuchungen und Verallgemeinerungen (vergleiche [1], [6],

[8] und [13]). Gleichzeitig wurde versucht, diesen Satz fiir Re-
gelfldchen auszusprechen (vergleiche [6], [7] und [10]) oder

ihn in nichteuklidische Ebenen zu ilibertragen (vergleiche [7] und
[12], wo ein sphidrisches Analogon bewiesen wird). Da nun auch
die Kinematik der isotropen Ebene eingehend studiert wurde (ver-
gleiche [14], [15], [201, [21] und [22]), soll hier versucht
werden, eine Verallgemeinerung des Satzes von HOLDITCH fiir die

isotrove Ebene zu beweisen.

1. GRUNDLAGEN

In der affinen Ebene AZ(R) wird durch

a(t) + x
° (1)

{X(t)

y(t) = b(t) + x_.c(t) +y,

1

(a(t), b(t), c(t) e C, t € (-»,+=)) ein Zwanglauf = / T_ 4im

o

Sinne der ebenen Ls¢9tropen Bewegungsghuppe Bg bestimmt (ver -

gleiche [14], [16] und [18]).
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Werden nun dem kalssischen Satz von HOLDITCH folgend die End -
punkte einer Strecke konstanter isotroper Linge (# O) von einem
isotropen Zwanglauf (1) auf einer Eilinie gefilihrt, so muB es
bei diesem Zwanglauf Augenblicke t. (i = 0,1,...n € N) geben,

in denen
' _ 1) .
a (ti) =0 (0<is<n) (2)

gilt. Zum Zeitpunkt t. liegt dann momentan eine {s0tirope Sche -
rung oder ein StilLLstand von ¥ in EO vor. Da in den bisherigen
Betrachtungen isotroner Zwanglidufe solche Momente stets ausge -
schlossen waren (vergleiche [14]), wollen wir uns kurz eine

etwas bessere Kenntnis dariiber verschaffen.
2. ISOTROPE ZWANGLAUFE MIT MOMENTANER ISOTROPER SCHERUNG

In (1) liege fiir t = tO die Situation von (2) vor. Die Punkte
(xo,yo) von % besitzen dann Bahntangenten in EO, deren Rich -

tungsvektoren durch

0
bix,) ( ) (3)
b'(to) + xo.c'(to)

beschrieben werden. Die Punkte von ¥ durchlaufen singulire

Punkte {ihrern Bahnkurven, wenn
1 o=
br(t)) + X,.c'(t,) 0 (4)

erfiillt istz). Dies tritt genau:dann flir alle Punkte der Gang -

ebnen % ein, wenn ein augenblicklicher St{lLstand
a'(to) =b'(t.) =c'(t) =0 (5)

des isotropen Bewegungsvorganges vorliegt. Fur c‘(to) # 0 exis -
tiert in % eine isotrone Gerade

D) . . . .
Ableitungen nach t werden wir durch Striche kennzeichnen.

2 Es handelt sich bei diesen Singularitidten im allgemeinen um

Spitzen der Bahnkurven.



b'(t )
xg = - —— (6)
1
¢ {to)
deren Punkte der augenblicklichen {sotropen Scherungsachse an -
geh6ren, also fiir t = tg Fixpunkte des Zwanglaufs sind. Alle

anderen Punkte von ¥ besitzen nach (3) zum Zeitnunkt t, isotrope

Bahntangenten.

Satz 1 : Liegt zum Zeltpunhkt to edines ebenen Lsotropen Zwang -
Laugs % / Z edine Ls0trope Scherung vor, 50 durchlaufen alle

fin t, in % gesten Punkte von T augenblichklich Spitzen Lhren
Bahnkurven; alle anderen Punkte von £ besitzen fin to Lsothope

Bahntangenten.

5. GESCHLOSSENE ISOTROPE BEWEGUNGSVORGANGE

Der isotrope Zwanglauf (1) heifRt geschlossen (vergleiche [3, S.

260] bzw. [11, S. 206]), wenn es ein T € R+ gibt, sodafl fir alle

t € (—w,+x)
a(t+T) = a(t), b(t+T) = b(t) und c(t+T) = c(t) (7)

gilt. Dabei sei noch vorausgesetzt, daB T die kleinste derar -
tige Zahl ist. Alle Bahnkurven eines solchen geschlossenen iso -
tropen Bewegungsvorganges sind geschlossene Kurven.

Wir definieren

1

F(k) := 7.f x.dy - y.dx (8)

k
als FldchenmaB edinern geschlossenen CI - Kurve k den Lsotrhopen

Ebene und beweisen den folgenden

Satz 2 : Das FldchenmaB einen geschlossenen ! - Kurve k den
4s0trnopen Ebene is%t eine Invardiante den ebenen Ls0tropven Be -

wegungsgruppe Bg.
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Beweis : Sei k eine geschlossene C1 - Kurve (x(t),y(t)) der

isotropen Ebene mit der Periode T € R* (t € (~»,+=)) und k

x(t) + a

{i(t) (9)

y (t)

y(t) + b + c.x(t)

die durch eine ebene isotrope Bewegung(a,b,c konstant € R) aus

k hervorgehende Kurve, so finden wir

T
xdy - ydx = (a.y(t) + x(t).(a.c - b))t +
0]

(10)

2.F(k) = |
k

+ 2.F(k) = 2.F(k).o

Fiir die Bahnhurven po(xo,yo) der Punkte (xo,yo) der Gangeben =

bei einem geschlossenen isotropen Bewegungsvorgang % / Z mit

der Periode T erhalten wir das Flichenmal

T
2:F (P (xg,70)) = [ (@(6).B1(8) - &l (6).b(0)AE +
T

+ Xo.é(a(t).c'(t) - a'(t).c(t))dt,

woraus mit

1

M := 7 (a(t).c'(t) - a'(t).c(t))dt (12)

O —

fir die Fldchenmasse F(po(xo,yo)) und F(po(x1,y1)) der Bahnkur-

ven zweier nichtparalleler Punkte (xo,yo) und (x1,y1) von %
F(pO(XO’YO)) = P(po(x1,Y1)) N M'(XO = X-I) (13)

folgt. Damit gilt das folgende Lso0trope Analogon zum Satz von

Holditeh

Satz 3 : Die Differenz der Fldchenmasse dern geschlossenen Bahn-
kurven fe zwedlern Punkte (xo,yo) und (x,,yl) den Gangebene %

A5t fln ednen geschlossenen ebenen Lsotropen Bewegungsvorgang

x / T, nur von den Zwanglaufhonstanten M und dem Lsotropen Ab -

stand der Punkite (xo,yo) und (x7,y1) abhdngig.
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Damit ist auch ein Analogon zu den STEINER'schen Sitzen fiir
geschlossene ebene euklidische Zwanglidufe gefunden (vergleiche
[17, S. 99 ff.]): Punkte von %, die bei einem geschlossenen
ebenen isotropen Zwanglauf Bahnkurven mit demselben FlichenmaB
besitzen, liegen nach (13) fiir M # O auf einer {sotropen Gera -
den. Fiir M = O stimmen die Flichenmasse aller Bahnkurven iiber -

ein. Dies ist genau fiir
a(t) = K.c(t) (K = konst. € R) V t € (-w, +) (14)

der Fall.
Betrachten wir nun das isotrope Analogon zum klLassischen Satz

von HOLDITCH genauer (Abbildung 1)

Abbildung 1

Die nichtparallelen Punkte A und B werden auf einer Eilinie k
gefihrt, Uberstreichen aber nicht ganz k. Der zugehdrige iso -
trope Zwanglauf % / Zo ist geschlossen; die von den Bahnkurven
von A und B (Teile von k) umschlossenen Gebiete besitzen ver -
schwindendes FldchenmaB. Es gilt also M = 0; damit verschwin -
det das Fldchenmaff aller Punktbahnen dieses isotropen Zwang -
laufs. In der Abbildung 1 ist das fiir die Punktbahn po(C) so

zu verstehen, daf3 die verschieden schraffierten Gebiete in ent-
gegengesetzter Richtung umlaufen werden. Da sie gleichen F1lid -

cheninhalt besitzen, gilt F(pO(C)) = 0.3)

4. DEUTUNG VON M IM KINEMATISCHEN BILD DES ISOTROPEN ZWANGLAUFS

Wir betrachten die kinematische Abb.ilLdung

3) In Abbildung 1 liegt A auf der momentanen isotronen Scherungs-
achse und durchliduft daher augenblicklich eine Spitze seiner

Bahnkurve.




K : B ——= P

3
(a(t),b(t),c(t))—m(1:a(r) Sl (¢) 2L (R,

w

(15)

der ebenen isotropen Bewegung (1) (vergleiche [19, S. 205 f.]).
Dem geschlossenen isotropen Bewegungsvorgang (1) mit (7) ent -
spricht dabei eine geschlossene Bildkurve k™. Die Zusammensetzung
der ebenen isotronen Bewegungen induziert im dreidimensionalen
nrojektiven Bildraum PS eine flinfnarametrige Grunne G5 nrojekti -
ver Kollineationen (vergleiche [19, S. 205 £.]), die in die sechs-
gliedrigen Grunpen &%(1) der allgemeinen Lsotrhopen Bewegungen

des ednfach Lso0tropen Raumes 13(7) und E%(Z) der {so0tropen Be -
wegungen des zwedlfach Lsotropen Raumes 13(2) eingebettet ist.
wird k¥ aus dem absoluten Punkt F (O:O:O:l)t dieser Riume in

die nichtisotrope Ebene Xz = O projiziert, so besitzt die ent -

stehende ebene Bildkurve k' unter Verwendung der lblichen af -

finen Koordinaten

1:x:y:z = XXX, iXg (xo # 0) (16)
das FléchenmaB 4
F(k*) 1= Fx*) = %.f xdy - ydx =

N =

%.y (a(t).c'(t) - a'(t).c(t))dt =
0
Damit gilt der

Satz 4 : Die Zwanglaugkonstante M eines geschlossenen ebenen
Lisotropen Zwanglaufs % / DI LaBt sdich als doppeltes Flichen -
maB den dem Iwanglauf in dern Lsotropen kinematischen AbbilLdung
zugeordenten Bildkurve k* deuten.

B Durch Rechnung bestdtigt man unschwer, daf dieses Fldchen -

mafl einer geschlossenen C1— Raumkurve des I (1) oder des IS(Z)
sowohl eine J%(1)— als auch eine &%(2)— ITnvardiante ist.
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