RATIONALE RAUMLICHE ZWANGLAUFE VIERTER ORDNUNG

von

Otto R&schel (Leoben)

In [25] hat W. WUNDERLICH in einer bemerkenswerten Arbeit
alle rdumlichen Zwangliufe =Z|I' angegeben, bei denen simt-
liche Punkte des Gangraumes § auf Kurven dritter Ordnung
geflihrt werden. Im AnschluB daran liegt es nahe, auch alle
rationalen rdumlichen Zwangldufe vierter Ordnung ZlZ' zu
bestimmen; diese Zwangl&dufe Z]z' fiihren allgemeine Punkte

des Gangraumes T auf rationalen Bahnkurven vienten 0&dnung.1)
Fur diese Zwangldufe existiert bereits eine groBe Zahl von
Beispielen: So die von J. KRAMES in [10] und [14] unter-
suchten BOREL-BRICARD'schen Bewegungsvorgdnge, der bekannte

BENNETT 'sche Mechanismus ([2, S 326 f.] und [13]) ein un-

1) D%ese Zwangldufe kdénnten auch fiir Approximationen von
raumlichen Bewegungsvorgidngen von Interesse sein.



ldngst von M.HUSTY [6] und ein weiterer von J. KRAMES [15]
studierter Zwanglauf, einige von H. BRAUNER [3] und

J. TOLKE ([22] und [23]) angegebene Bewegungsvorgdnge sowie
die sogenannte MANNHEIM'sche Bewegung [2, S. 310 f.].z)
Von allen bekannten Beispielen ist bis auf die von J. KRAMES

in [15] und die von J. TOLKE in [22] und [23] angegebenen
bekannt, daB alle Punkite einern oder mehrenren Genaden bzuw.

ednes Drhehzylindens (vgl. [19]) auf ebenen Bahnen geflithnt

werden. Das ist der Grund dafiir, daB wir in Abschnitt 2 nach

der in Abschnitt 1 vorgenommenen Angabe der Bewegungsgleichun-
gen der rationalen rdumlichen Zwangldufe vierter Ordnung x|z’
Aussagen Uber die Existenz von ebenen Bahnkurven bei diesen
Zwanglédufen machen wollen. In Abschnitt 3 werden wir symmetrische
Sonderformen dieser rationalen Zwanglidufe vierter Ordnung

studieren. In einem vierten Abschnitt werden wir eine be-

sondere dieser symmetrischen Schrotungen untersuchen.

1. Bestimmung der rationalen rdumlichen Zwangliufe vierter

Ordnung

In einem reellen dreidimensionalen projektiven Raum P3(R)3)
kbnnen die Punkte bekanntlich durch homogene Koordinaten
xo:x1:x2:x3 # 0:0:0:0 beschrieben werden. Mit Hilfe der
EULER-Parameten [2, S. 150 f.] Chitqityicy # 0:0:0:0 wird

2) Ein weiteres Beispiel wurde vom Autor in [19] angegeben.

3) Fallweise werden wir auch die komplexe Erweiterung P3(C)
beniitzen.



dann durch
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= (-,
ein stetigen ndumbichern Iwanglauf £}Z' im Sinne eines
im P3(R) eingebetteten euklidischen Raumes E3 erklart,

dessen Metrik sich auf den in der Fernebene o (xo=O)

gelegenen absoluten Kegelschnitt m
X, = X + x sk o =0 (1.2)

als MaBgebilde stiitzt.
Dem Zwanglauf zZ]z' (1.1) ist mit d1(t) = dz(i) = d3(i)=o(¥IEI)
ein sphdnischern IZwanglauf T*[£*' zugeordnet, dem nach

Interpretation von CoiCqityicy als homogene Punktkoordinaten



eines weiteren reellen dreidimensionalen Raumes P3*(R) durch
(co(t):c1(I):cz(t):c3(t)) eine Rkinematische Bildhunrve k*
zugewiesen werden kann (vgl. [17]). Die Hintereinander-
ausfiihrung von Drehungen im E3 induziert im Bildraum P3*(R)
zwel dreiparametrige projektive Transformationsgruppen, die
gemeinsam die 4echsgliedrige Gruppe den projektiven

Automonphismen der in P3*(R) gelegenen nullfteiligen

Quadrik M

erzeugen. Der Bildraum erh&lt so die Struktur eines

elliptischen Raumes Q4 ([171]).

Wir wollen nun (1.1) so bestimmen, daB alle allgemeinen

Bahnkurven national von vierter Ordnung sind. Dies hat

zur Folge, daB der zugeoidnete sphdrische Zwanglauf n*|o*!

ebenfalls durchwegs rationale Bahnkurnven besitzt, deren

Ordnung hdchstens v.ier ist. Dies ist offensichtlich nur

in folgenden drei F&llen mdglich:

(a) Die kinematische Bildkurve k* des sphidrischen Zwang-
laufs z*| 2*' ist ein Kegelschnitt im P3*(R),

(b) k* ist eine Genrade oder

(c) k* stellt einen Punkt des P3*(R) dar.

Der letzte Fall kann von den folgenden Betrachtungen aus-

geschlossen werden, denn die mdglichen Bewegungsvorgidnge



(1.1) sind dann Schiebungen Ldngs edinen ratilonalen

Raumkurve vierter Ordnung.

Im elliptischen Raum Q3 kann dem Kegelschnitt k* o0.B.d.A.

die Noamalform

c_ =0, ¢ - ac,c, — be 2 a € R\{0} b € R (1.4)
o "3 172 2 :

zugewiesen werden. (1.4) stellt fir a2=4(1—b)einen Krnedis

des Q3 dar und wird fir a=b=0 2zu einer Geraden, die wir

fiir die Diskussion des Falles (b) als Normalform ansehen

wollen.

'Fall a: k* (1.4) besitzt die Parameterdarstellung

(0:1+bt%:at?:at) (t e 1I).
Der Zwanglauf (1.1) fihrt mit cO:c1:c2:c3 = O:1+bt2:atzzat

offensichtlich nur dann alle allgemeinen Punkte des

Gangraumes X auf rationalen Kurven vierter Ordnung, wenn

die di(t) (i =1,2,3) eine Darstellung der Form
ST 3
di(£)- D = jzgaijt P =yt (i =1,2,3) (1.5)

(0 =1 + (a®+20)2% + (aP+b%) 1Y
mit reellen Konstanten aij besitzen. Die rationalen ridum-—

lichen Zwangldufe vierter Ordnung besitzen somit im

Fatl a die Noamalfonrm



mit
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13 1 )
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€ER - {0}, aij' beRrR, t eI

Die zugeordnete rationale sphirische Bewegung viernten

Ondnung wurde bereits vielfach untersucht (vgl. [2, S.332 f.]):
Es handelt sich um einen dymmetrischen sphdnischen Zwang-
Laug T*1z*' (vgl. [21]), bei dem die Achsenkegel T*' und I*
kongruente quadratische Kegel sind. O. BOTTEMA und B. ROTH
zeigen in [2, S. 332], daB die Bahnkurven dieses sphdrischen
zwanglaufs im allgemeinen rationale Raumkurven vienten
Ondnung zwelter Arnit sind; genau die Punkte zweier reellenr
Geraden beschreiben Kreise als Bahnen; diese Geraden sind
die sphdrnischen Brennlindien des Gangachsenkegelfs II* und
fallen fir a2=4(1?b)mit der Drehachse von II* zusammen

2=4(]-b)ein Drehkegel). Fir a2#4(1—b)existieren

(II* ist fir a
noch viexr welftere - paarweise konjugiert komplexe - sphdrische
Brennlindien von II*, deren Punkte (komplexe) Kreise als

Bahnen besitzen. T*§T*' ist somit als Gegenstiick zu den

Iwillingskurbelgetrnieben der ebenen euklidischen Kinematik




anzusehen (vgl. [24, S. 89f.]), weshalb wir diesen Be-
wegungsvorgang auch als sphdrisches Iwillingskurbelge-
Iniebe ansprechen wollen (vgl. [23]).

Bei z*]z*' ist der Punkt (1:0:0:0) Fixpunkt; bei (1.6)
besitzt er die Bahnkurve (D :a1jtj:a2jtj:a3jtj),
die im allgemeinen ebenfalls rational von vierter Oxrdnung
ist; ein Zerfall ist - abgesehen vom Fall des sphdrischen
Zwillingskurbelgetriebes - nur in Kegelschnitte und

Geraden mdglich. Wir haben damit den

Satz 1: Die rationalen rhdumlfichen Zwangldufe vierter
Ondnung Iz Lassen sich im Fall a durch lberlagerung
einen sphinischen IZwillingskurbelbewegung mit ednen
Schiebung Lings ediner rationalen Kurve 4 vierntern Ordnung
enzeugen; 4 kann auch Ain Kegelschnitte bzw. Geraden

zenfallen.

Bekannte. Beispiele fiir solche Bewegungsvorgdnge
sind der BENNETT'sche Mechanismus (vgl. [2, S$.326 f] und

[13]), sowie die BOREL-BRICARD-Bewegung (vgl. [1o] und [14]).

Fall b: k* - (1.4) mit a=b=0 - besitzt die Parameter-
darstellung (0:1: £ :0). Der Zwanglauf (1.1) fihrt mit
2:c3 = 0:1: 1t :0 offensichtlich nur dann alle all-

gemeinen Punkte des Gangraumes I auf rationalen Kurven

CO.C,,I.C



vierter Ordnung, wenn

] ai.tj
d () - (142°%) Za 5 = ——  (1.7)
j=o0 J T+af+BL 1+at+pt

mit a, B, aij €ER; 1 =1, 2, 3 gilt. Die rationalen
ndumlichen Iwangliufe vierter Ordnung besitzen im

Fatl b somit die Noamalform

(1+t2)(1+a£+612)xo

la)
It

O
x,' = tjx + (1+at+612) [(1—12)x + 24x,]
1 13 o) 1 2
(1.8)
x,' = a9+ (1+at+Bt?) [2£x, - (1-£2)x_]
2 27 o 1 2
v J _ 2 2

x3 = a3ji xo (1+at+pL"™) (1+1 )x3.

Der sphdrische Anteil dieser Bewegungsvorginge ist eine
Drehung um eine in Z*' feste Achse. Die Zwangliufe (1.8)
sind damit Zydlindenschrotungen (vgl. A. SCHONFLIES [20]);
sie besitzen neben Zu (0:0:0:1) auch noch die beiden
konjugiert komplexen Punkte I, T (0:1:%i:0) als Fix-
punkte. Die Achsenfldchen T und I' sind hier ZylLinder
mit dern Spitze Zu' Die Bahnkurve des Punktes (1:0:0:0)
besitzt die Darstellung ((1+12)(1+at+612): 1th th
3JIJ); es handelt sich demnach im allgemeinen um eine
rationale Kurve vierter Ordnung, die auch zerfallen kann:

Liegt eine Kuave daitten Orndnung vor (B=a =0),

1479247 %34




so entstehen die von W. WUNDERLICH in [25] untersuchten
kubischen Zwangldufe. Fir Kegelschnitte bzw. Geraden als
Bahnkurven von (1:0:0:0) wird sich im allgemeinen ein
rationaler Zwanglauf vierter Ordnung einstellen. Wir

notieren den

Satz 2: Die nationalen ndumlfichen Zwangliufe vienten
Ondnung kinnen Aim Fall b durch lUberlfagerung einen stetigen
Drnehung mit einen Schiebung Ldngs einen nationalen Raum-
kunve vienten Orndnung ernzeugt wenden, die im allgemeinen
auch Lings Kegelschnitten oden Geraden vorgenommen wenden

hann.4)

Bekannte, . Beispiele flir diese Zwangldufe sind die
BOREL-BRICARD-Bewegungen mit einem geraden Kugelkonodid
als Grundfliche (vgl. J. KRAMES [1o] und [14])und die

MANNHEIM'schen Bewegungen [2, S. 310 f.].

2. Ebene Bahnkurven bei rationalen rdumlichen Zwang -

ldufen vierter Ordnung

Definieren wir n(Z2) = (xo',x1',x2',x3'f , SO lassen sich

die durch (1.6) und (1.8) erfaBten rationalen Zwangliufe
vierter Ordnung in der Gestalt

2 3. 4

p(8) = m(0) + t40) + L (o) + L-j (o) + Lio) (2.1

4) Hier ist das Zeitgesetz der Schiebung wesentlich; so kann

bei einer Geraden oder einem Kegelschnitt als Schiebkurve bei
geeigneter Wahl des Zeitgesetzes eine DARBOUX-BEWEGUNG entstehen -
- diese Bewegungsvorgdnge fiihren alle allgemeinen Punkte von

Z  auf Kegelschnitten.




darstellen.S)

Alle Punkte des Gangraumes I, aie zum Zeit-
punkt £ = O W[endepunkte ihrer Bahnen durchlaufen, erfiillen
im allgemeinen einen kubdischen Kreis w (o) (vgl. [2, S.165]),
der fir Zylindenschrotungen (Fall b) in die beiden Minimal-
geraden [I 2,] und [I Z,] sowie eine reelle Z, enthalztende
Gerade zerfdllt. Genau dann, wenn der Zwanglauf £{Z' zum
Zeitpunkt £ = O von einer ebenen Bewegung oshuliert wird,
erfiillen diese Punkte im allgemeinen einen Drehzyfinder mit
Zz, als Spitze (vgl. [18]). DaB dies fiir den ganzen Zwang-
lauf Z|Z' der Fall ist, wollen wir vorerst ausschliefBen;

w (o) kann daher oBdA als (zerfallende) Kurve dritter
Ordnung angesehen werden.

Ein nicht auf w (o) gelegener Punkt P (xo:x1:x2:x3) des

Gangraumes I beschreibt genau dann eine ebene Bahnkuhrve,

wenn

det (/9(0), # (o), n (o), 7)) =0 ¥ teI (2.2)

erfillt ist. (2.2) 1l&dBt sich mit (2.1) auf die beiden

Bedingungen

det (5(0), £ (o), #(0), 4(0)) = O und

(2.3)

I
o

det (§ (o), A(0), 4 (o), & (o))

reduzieren. Die erste dieser Gleichungen stellt mit [2, S.172 f.]

5) Ableitungen nach t werden wir kiinftig durch Punkte kenn-
zeichnen.




bzw. [18] genau die fHenkelpunktsfliche X (o) von T|I' zum
Zeitpunkt £ = o dar; X (o) trdgt jene Punkte des Gangraumes
%, die zum Zeitpunkt % = o stationdre Bahunschmiegebenen

besitzen.

Fall a: Der Zwanglauf Z|%' (1.6) ist keine Zylinderschrotung;
X (0) besteht dann im allgemeinen aus der sich in (2.3) stets
abspaltenden Fexrnebene w(xo = 0) und einer algebraischen
Fliache drnittern Ondnung. Auch die zweite Gleichung (2.3)
stellt im allgemeinen die Fernebene w und eine algebraische
Fldche dritter Ordnung Y (o) € % dar.

Der Schnitt von X(o) und Y (o) zerfidllt in die Wendehkubik w (o)
sowie einen edlgentlichen Restschnitt 6. Ondnung k; k trndgt
alle jenme Punkte von %, die bei (1.6) ebene Bahnen be-
schreiben. Die Fernpunkte von k sind genau die Feanpunkte
der im allgemeinen existierenden sechs Brennstrahlen des
Gangkegeds T* des zugehirigen sphdrischen Bewegungsvor-
ganges T*|r*'. Diese Brennstrahlen sind die gangfesten
BURMESTER-Geraden [2, S 216] von Z*|Z*'; sie fallen genau
fir a2=4(1—b)in die Drehachse des Gangdrehkegels II*,

Wir beweisen den folgenden

Satz 3: Bedl den rationalen rdumlichen Zwangliufen vientenrn
Ondnung TlE' existient im Fall a stets genau edne elgent-

Liche (unten Umstdnden zerfallende) Raumkurve 6. Ordnung k,

. 6
denen Punkte bedl ZIZ' quf ebenen Bahnen gefihnt werden.

6) Flir einen Teil dieser Zwangldufe wurde dieses Ergebnis
bereits von G. DARBOUX [4, S. 375] angegeben.




Beweis: (1) Es ist nicht mglich, daB X(o) = Y(o) gilt,
denn I |2' hdtte dann eine zwedparametrige Schar ebenen
Bahnkurven,und solche Zwangldufe sind nach [18] Zylindexr-

schnotungen, was hiern nicht in Betracht hkommit,

(2) Von k kann sich kein in der Fernebene w gelegener Teil
ku abspalten: ku wdre sonst mit [18] edn Tedll den Fenn-
kunve von X(o) und somit ein Tedll den Feankurve den Henkel-
punktsfliche X* (o) des zugeordneten sphdnischen Bewegungs-
vorgangs E*|T*', Dieser Bewegungsvorgang kann dann nach
[18] nur eine Drehung um eine in I*' feste Achse sein,

was T§T' als Zylinderschrotung kennzeichnet.

(3) Die Punkte der Wendekubik w(o) kdnnen ebenfalls hkeine
ebenen Bahnkurven besitzen: Da t = o kein ausgezeichneter
Zeitpunkt war, miiBte nédmlich w(o)c (X (£)nY (L)) (¥t € I) gelten,
was aus Stetigkeitsgriinden nur m&glich ist, wenn alle Punkte
von w(o) Bahngeraden beschreiben, was aber bekanntlich nur
flir besondere Zylinderschrotungen der Fall sein kann. Da-
mit existieren im Fall a keine Ausnahmen von der Aussage

des Satzes 3.1

Fall b: Z|2' ist eine der durch (1.8) gegebenen Zylinden-
schrnotungen. Nach [2, S. 315] stellt die erste der

Gleichungen (2.3) im allgemeinen einen Drehzylinden X (o)



mit der Spitze Zu und die doppelt zu z&hlende Feanebene

dar.7) Die zweite Gleichung (2.3) besitzt die Gestalt
- R
Xy GXg (1+B) x Px o
X Aaax toax,+2x Aax +(B=1)x.,+20x A, X =Bx
det 1 11%0 1 2 1270 1 2 1470 L = 0, (2.4)
—X, a21xo+2x1—ax2 a22x0+ax1—(8—1)x2 a24xo+6x2
“X3  dgqXgTOoXg AyyX = (BH1) X a34XO-BX3)
wobel wir A1y = Gy = @3, =0 als Anfangsbedingungen gesetzt
haben. Nach einigen Umformungen erhalten wir aus (2.4)
a11xo+2x2 a12xo-2x1+2ax2 a14xo—28x1
2
: + = 03
Xo Aoty XgH2xy  ApXt2aX 42X, dy,x o 2B, %1 (2.5)
%31 %32 %34

Y(o) stellt damit ebenfalls die doppelt zu zihlende Fern-

ebene w und einen unter Umstdnden zerfallenden Drehzylindex

7) Der Zlernfall dieses Zylinderns wurde in [18] ausfiihrlich
diskutiert. X (o) erfillt genau dann den gesamten Gangraum I,
wenn zum Zeitpunkt £ = o eine oskulierende DARBOUX-Bewegung
(o = B = a13=a14=a23fa24=a33=a34=o in (1.8)) oder eine
ebene Bewegung (a3ji = konst.) vorliegt. Dies wollen wir

OBdA zum Zeitpunkt £= o ausschlieBen.




mit Zu als Spitze dar. X(o) und Y (o) besitzen daher im
endlichen hichstens zwedl gemeinsdame Erzeugende k und w
von denen eine die Wendegerade w (o)= w ist.

Fallen X(o) und Y (o) zusammen, so besitzt Z[I' eine zwe.-
parametrige Schar ebenern Bahnkurven, und es liegt einer
der in [18] studierten Zwangliufe vor. Da in [18] gezeigt
wurde, daB solche Zwangldufe aus DARBOUX-Bewegungen dunrch
Ubertagerung mit edinen stetigen Schiebung Lidngs edinen
rnastpesten Geraden g' erzeugt werden kdnnen, sind sie in
(1.8) durch a = B = 0 und (a13+a14t):(a23+a24i): (a33+a34t)=
= konst. (¥ £ € I) gekennzeichnet.

Hier kann es vorkommen, daB X (o) und Y (o) zerfallen und
keine edlgentlichen Schnititgeraden besitzen; dann existiert
keine edinzige ebene Bahnhunue.8)
Hier kdnnte es vorkommen, daBf die Wendegerade w (t) bei njz!
stationdn ist; ihre Punkte beschreiben dann Bahngeraden.
Diesen Fall wollen wir nun genau untersuchen: Wenn wir auf

die Anfangsbedingungen a = a = a = O verzichten,

20 30

kdnnen wir oBdA diese gangfeste Wendegerade w (£) = w in

1o

die x3—Achse legen. Die Bahnkurve ((1+12)(1+qi+6t2):
a .tJ:a,.aJ:a .tj) des Punktes U (1:0:0:0) muB dann eine
13 2] 37
Gerade sein; ZlZ' kann daher durch (berlagerung edinen Dreh-

bewegung T*IZ*' un eine feste Achse und einern Schiebung

8) Der von J. KRAMES in [15] untersuchte Zwanglauf bietet
dafiir ein besondenres Bedspiel: X(o) besteht aus der viexr-
fach zdhlenden Fernebene w; dies folgt nach kurzer Rechnung
aus Formel (12) in [15]; es existieren somit bei diesem
Zwanglauf keine ebenen Bahnkurven.
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Lings edinen hastfesten Geraden ernzeugt wenden. Die Be-
wegung ZlZ' fihrt dann entweder aflfe Punkte von T auf
ebenen Bahnen (die Schiebung erfolgt orthogonal zur
x3'—Achse oder ergibt mit I*|Z*' eine DARBOUX-Bewegung),
oder es existiert mit [18] ein in ¥ Astationdren Dreh-
zylinder mit der Spitze Z,r dessen Punkte auf ebenen
Bahnen gefiihrt werden (dieser Drehzylinder kann auch zer-
fallen (vgl. [18] ). Wir haben damit erkannt, daB es
nicht mdglich ist, genau die Punkte zweier gangfester
Geraden bei solch einem Zwanglauf auf ebenen Bahnen zu

fihren. Es gilt somit der

Satz 4: Bel den rationalen IwangLdufen vienten Ordnung 4T’
werden im Fall b entweder alle Punkte des Gangraumes I,

alle Punkte eines Drehzylindens (den auch zenfallen kann), odex
alle Punkte einer Geraden von T auf ebenen Bahnen geflihrt

oden es exdstiernt kedin einziger edgentlicher Punkt von I

mit edinen ebenen Bahnkurve. TIZ' 4ist im ensten Falld ein

ebenen rnationalen Iwanglauf vierter Orndnung, Aim zwediten

Fall eine den in [18] untersuchten Zylinderschrotungen.
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3. Rationale symmetrische Schrotungen vierter Ordnung

Wird das Rastsystem I' an einer - durch die PLlchken-
koondinaten (pipyipgipyipgipg) (py=p, (£) € C°(I),

i= 1....6)beschriebenen ~ stetigen Schar von Erzeugenden e (1)
ediner Grundregelfldche T gespiegelt, so lassen sich die
entstehenden Spiegelbilder e (%) auch durch eine 180° -

Drehung von T' um e¢(f) gewinnen; I (f) bestimmen daher einen
eindeutigen Zwanglauf tln', den J. KRAMES in [9] synmetaische
Schrotung nennt. In mehreren beachtenswerten Arbeiten ([9] -
[15]) wurden von J. KRAMES die wesentlichsten Eigenschaften
dieser Zwangldufe aufgedeckt. O. BOTTEMA und B. ROTH geben

in [2, S. 319] an, daB diese Zwangl&ufe die Darstellung

L2 2. 2
Xo'=lpq Fpy Hpg )Xo

. ~ 2 22
1= 2(pgpg=pypg) Xy T (g7 =Py =03 ) Xy + 2pgpx 5+2p P53

= _ 2, 2 2
Xp'= 2(pgPgmPp3bglxy * 2pqpgxq + (=0 TPy =3 ") Xy 42p5p05% 5 (5 g

_ _2_ 2 2
X3'= 2Py mpqPg) X + ZpqpgXg + 2pgpaxy F (P Tmpy TRy Xy
besitzen. Diese Zwangldufe sind in (1.1) durch Co= o,

Cq = Pqr Gy = Py, €y = py und d1c1 + d2c2 + d3c3 = O ge-
kennzeichnet. Ein Vergleich mit Abschnitt 1 zeigt, das die
Grundregedl flichen I' flir rationale symmetrnische Schrotungen
wertern Orndnung stets entweder einen ianeduziblen Richithegel

zwedllen Ordnung (Fall a) oder eine Richtebene besitzen

(Fall b).




Die Bahn eines eigentlichen Punktes P' € £ bei (3.1)

kann nach J. KRAMES [9] durch zentrische Streckung dexn

FuBpunkthurve 6P’ von P' bezliglich I' mit Zenthun P' und

Sitneckpaktorn 2 gewonnen werden. Dies ermdglicht es, aus

der Bahn des Punktes (1:0:0:0) bei (1.6) bzw. (1.8)

einfache Parameterdarstellung von I' zu gewinnen

ein

Fall a: (1.6) ist wegen c1d1+c2d2+c3d3 = 0 genau dann

symmetrisch, wenn neben den Anfangsbedingungen a

die Bedingungen

i _ _ 2 _ 2
tY = -at [a31 + (a21+a32)t + (a22+a33 ba31)t ]

2
+ a22t + (ba21+ba32—a34

a .tJ = a .tJ

?'(t,u)

37

10

=a

I A b(a22+a33—ba

20

=a

31

e

)t

=0

30

3

erfillt sind. Als Parameterdarstellfung von I' gewinnen wir

damit
(ZD

2 2
at [a31+(a21+a32)t+(a22+a -b )t

337°83 ]

tla

1 32 33 31

J
~a3jt

2
21+a22t+(ba2 +ba —a34)t +b(a22+a -ba,,)t

3

]

+u

[ O

1+bt 2

at2

Lat

Daraus oder aus einem direkten Vergleich von (1.6) und (3.1)

(3.2)

(3.3)
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kénnen wir die Plickerkoordinaten den Grundfldche T' zu

2 2

(po1:poz:po3:p23:p31:p12) = (2D(1+bt”™) : 2Dat” : 2Dat

2 _ 2 _ 3 _ j+2 :
: at [a21+a22t+(ba21+ba32 a34)t + b(a22+a33 ba31)t ] aa3jt :

2 j 2,3 _ 2, .
(1+bt )a3jt + a’t [a31+(a21+a32)t+(a22+a33 ba31)t ] (3.4)
: —a2t4[a +(a,.+ta,,)t+(a.-.+a..~-ba )t2] -
’ 31 21 32 22 733 31
~(1+bt?)t [a -

2
21+a22t+(ba21+ba32—a34)t +b(a22+a ba,.)t

33 7731 1)

berechnen. I' stellt damit im allgemeinen eine rationale
Regelfliche 6. Orndnung mit einem irreduziblen Richtkeg el
Z. Orndnung darn (a # o).

ALs bekannte Sondenfdlle sind hien-enihaﬂtenc

(1) T ist von vierter Ordnung mit einem Drehkegel als

Richthegel (a2=4(1—b)und weitere Bedingungen). pje auf r

gegriindete symmetrische Schrotung ist die von J.
KRAMES in [1o] und [14] ausfiihrlich untersuchte BOREL-
BRICARD- Bewegung (vgl. auch [2, S. 324 f.]).

(2) T ist ein Hyperboloid: Die auf I' gegriindete symmetrische
Schrotung ist genau die Bewegung des BENNETT'schen

Mechanismus und wurde in diesem Zusammenhang von




J. KRAMES [13] untersucht.

Fall b: (1.8) ist mit c1d1 + c2d2 + c3d3 = O genau dann

symmetrisch, wenn
d = _ m 3
a1jt x azjt (3.5)

gilt, also zusdtzlich dny = O erfiillt ist. Als Parameterndar-

stellung dern Grundgldche I' erhalten wir so

((1+£2) (1+at + pe2) | (0]
= i j 1 (u € I, a,,=0)
20251 §oed
/?' (/t’u.) = +u
., azjtj % (3.6)
1 J
2 *35% J L0
Die Plickerkoordinaten den Grundfldche I' lauten
(2 (1ratrpt?) (1+2%) 122 (ratrpt?) (142%) 105 ag 09*":
. (3.7)
. J._ 2 2 31y,
: a3jt = (1+£ )[a21t+a221 ta, 1 13 ,

I' ist demnach eine hkonodidale rnationale Regelfliche von
k@ahstens tingten Ondnung . Auch hier sind einige Bedispiele

bekannt:




(1) a =0, B =1, = 0, = a I" besitzt die beiden

%22 %21 23
Minimalgeraden [I Z,] und [I Z,] alsTorsallinien mit o
alsTornsalebene. Diese Flidche wurde samt der darauf ge-

grindeten symmetrischen Schrotung von J. KRAMES in [15]

untersucht.

(2) Ist I' ein Kugelfkonoid (I' ist dann von viertem Grad),
so stellt Z|Z' eine Sonderforn der BOREL-BRICARD-
Beweg ung en dar (vgl. J. KRAMES [1o]; alle allgeneinen

Bahnkurven sind sphédnisch.

(3) Eine ebenfalls konoidale Grundfliche vienten Grades
untersucht W. WUNDERLICH [25]; er erh&dlt jedoch eine
synmetnische Schrnotung mit durchwegs hkubischen Bahn-

kurven (B =0, Aig = ~Gpy3=dq,

=0) .
(4) M, HUSTY studiert in [6] die auf eine CAYLEY'sche Fldche T
gegriindete symmetrische Schrotung, wobei die Fernebene

als Tonsalebene angenommen wird.

(5) T ist ein PLUCKER'sches Konodd: In [11] zeigt J. KRAMES,
daB ZIZ' dann alle allgemeinen Punkte des Gangraumes I
auf ELLipsen {ihnt - es entsteht den vollhommen steile

DARBOUX'sche Unschwung

(6) T ist ein hyperbolisches Paraboloid: Auch hier sind die
Bahnkurven so wie in (3) nicht mehr von 4. Ordnung.
W. WUNDERLICH [25] und J. KRAMES [12] zeigen, daB die

Bahnkurven Am allgemeinen kubisch sind.




(7) T besteht aus den Tangenten eines Kegelschnittes £L: Der
Zwanglauf zIZ' ist edin ebenes Zwillingskurnbelgetriebe
bzw. edine symmetrnische Parabelrollung und fiihrt all-
gemeine Punkte von I auf ebenen rationalen Kurven
4. Ordnung bzw. 3. Ordnung, wenn 1 eine Parabel ist

(vgl. W. WUNDERLICH [24]).

Da die Bahnkurven unserer symmetrischen Schrotungen im
allgemeinen rational von vierter Ordnung sind und durch
zentrische Ahnlichkeiten in FuBpunktkurven der Grund-
flédchen libergehen, haben wir mit (3.3) und (3.6) bzw.
(3.4) und (3.7) bis auf euklidische Bewegungen alle Reg el -
gLidchen I' bestimmt, deren sdmitliche allgemeinen FuBpunkit-

kurven nationale Kurven viertenr Orndnung sind.

Wir fassen zusammen in

Satz S5: Die rationalen symmeinischen Schrotungen viertenr
Ordnung besitzen die GrundfLdchen (3.4) bzw. (3.7). Im
Fall a s4ind diese Regelflichen T nrational von hichstens
6. Grad und besitzen einen irreduziblen Kegel zweiten
Ordnung als Richtkhegel. In Fall b sind die Regelfldchen T
konoidal und gleichzeitig national von héchstens fingtem

Grad. Die in (3.4) bzw. (3.7) enfaBten sind die ednzigen

Regelflichen, deren sdmtliche FuBpunkithurven im allgemedinen

rationale Kurven vientern Ondnung Sind.




—= 7P =

4. Eine besondere symmetrische rationale Schrotung vierter

Ordnung vom Typ b.

wihlen wir in (3.6) a =0, B = 1, 3 = 2¢. (£%-3)

a. .
23

und aBjIJ = 2% (1+12), so erhalten wir als Grundgldche T

die Regelfldche dritten Grades

[ (1+22)2 )
, 2.2

4 (t,u) = - (X7 -3) + u t,u € (—ow,+=) (4.1)

£(£2-3) + ut

£ (1+£2)

mit den Plickerkoordinaten

(1422 £(1+22) : £2 + -t : -2 (£%-3)) (4.2)

und der algebraischen Gleichung
2% 2(x +X,) (Xo+2x4) = x,[ (x,+2x )2 + (x_+x )2} (4.3)
o o "1 2 3 3 2 3 o : :
I' schneidet die Fernebene w (xO = 0) nach der Leitgeraden

Xy = X3 = O und den beiden konjugiert komplexen Geraden

B 2 2 . .
X, = 0O, (x2+2x3) + (xo+x1) = 0. I’ besitzt die Doppelgerade
d wen x +x, = 0, x,+2x, =0 (4.4)

sowie die beiden Torsallinien t1 und 12

Xoe (4.5)
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I' 188t sich daher durch die Affinitit

. o N | - . " — . " — . | -
(xo.x1.x2.x3)—*%xo Xg3 Xy xo+x1.x2 x2+2x3.x3 x3)

tberfihren.

Flir die Striktionslinie 5 von I' findet man nach kurzer

Rechnung die Parameterdarstellung

( (1+£2) %)
g (2) = 3-6£2-12 '
—813
| t(1+2?)
Der GrundriBf s' in der Ebene X3 =0 hat mit £ = -tan %
die Darstellung
(1 : 2cosv + cos 2v : 2sinv - sin 2v : 0)

und ist somit eine STEINER'sche HypozyklLodide (vgl. [5,

9 ) Dieses PLUCKER'sche Konoid wurde bereits vielfach
studiert (vgl. z.B. J.KRAMES {114).S. i

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

S.249]).
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Die auf TI' gegrilindete symmetrische Schrotung ZIZ' besitzt

die Bewegungsgleichungen

x ' = (1+tz)2x
O (@]
O

X' = —212(t2—3)xo +(1+42) [(1—12);(1 + 2tx, ]

- 2 2 2 (4.10)
Xyt = 28(t%=3)x  + (142%) (280, = (1-12) %)

D2 ) 2.2
x3 = 2t (%t 3)xo (1+£7) x3.

3

Bewegungsvorgang E|E' zugeordnet, den wir als dem Zwang-

Diesem Zwanglauf ist mit x = 0 ein ebener symmetrischer
lauf 2|3' zugeordneten GrundaiBzwanglauf ansprechen werden.
E|E' ist ein ebener symmetrischer Bewequngsvorgang mit dem
StriktionsliniengrundriB 4' (4.9) als Rastpolkurve;

EIE' kann daher durch Abrollen zwelen symmetrischenr
STEINER'schen Hypozykloiden erzeugt werden. Diese Zwang-
ldufe wurden bereits von W. WUNDERLICH in [24, S. 167 f.]
untersucht; es handelt sich um einen als besonderes Planeten-
getrniebe 3. Stufe aufzufassenden Bewegungsvorgang, der all-
gemeine Punkte von E auf monozirkularen rationalen Kurven
4. Ondnung mit einem Dredfachpunkt flihrt; die Bahnkurven

berilihren die Ferngerade in den absoluten Kreispunkten.

Da die Bahnkurvengrundrisse von Z|EZ' daher einen Dreifachpunkt
besitzen, haben die Bahnkurven selbst eine Trisekante und

sind von zweiter Art.
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|Abbildung 1]

Abbildung 1 zeigt die Grundfldche I' in Grund = und
Aufrig mit der Striktionslinie s

(mit den Ublichen affinen Koordinaten 1:x:y:z = XoiXqiXyiXs

fir X5 # 0).

.Abbildung 2

In Abbildung 2 ist die auf ' gegriindete symmetrische Schrotung
mit den Punktbahnen der Punkte A. und ‘B~ sowie den Achsen-
zylindern n und n' dargestellt. Bei diesem Zwanglauf Z|3Z'
besitzen die in Abschnitt 2 angegebenen Flichen X(o) und

Y (o) die Darstellung

X (o) ... X (3xo—x1) = o und

Y (0) ... X 3% = o; (4.11)

Ihr Schnitt besteht auBerhalb der Fernebene w nur aus der
zum Zeitpunkt £ = o vorliegenden Wendegeraden w(o) ...

Xy = Oy Xy = 3xo; es gibt daher keine nicht in w gelegenen
Punkte des Gangraumes %, die ebene Bahnen besitzen. Wir

haben den

Satz 6: Die auf edne affin Verwandte T' des PLUGCKER'schen
Konoids gegnrindete symmetrnische Schrotung T|%' ist rnational
von vienten Orndnung. EIZ' (st eine Zylindenschrotung mit
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Achsenzylindern vierntern Ondnung, deren Normalschnitte
kongruente STEINER'sche Hypozyktoiden sind. Alle elgent-
Lichen Punkte des Gangraumes = werden auf rationalen Raum-
kurven vierter Ondnung zweitern Ant geflihnt; keine diesen
Bahnkurven Ls% eben.



z

Abbildung 1




|2 i

Abbildung 2
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