Raumkinematik und innere Geometrie der Kugel I

Otto Roschel (TU Graz)

Herrn em.o.Univ.Prof. Dr.W.Wunderlich zum 85. Geburtstag gewidmet

Einleitung: In dieser Arbeit wird erstmals versucht, das differentialgeometrische Verhalten 1.
Ordnung eines rdumlichen euklischen Zwanglaufes im Sinne der inneren Geometrie einer
rastfesten Fliche @ zu studieren. Dazu liegen bisher kaum Untersuchungen vor. Dabei geht
es darum, den momentanen Geschwindigkeitsvektor eines Punktes P von ® in eine Normal-
und eine Tangentialkomponente zu zerlegen und die Gesamtheit dieser
Tangentialkomponenten in ihrer Wirkung auf @ zu untersuchen. Uberraschend 148t sich
zeigen, daB im Fall einer Kugel @ = k dieses momentan auf K induzierte Tangentenfeld als
Richtungsfeld einer stetigen eingliedrigen Kollineationsgruppe des projektiv abgeschlossenen
euklidischen Ausgangsraumes, die K invariant 14B8t, interpretiert werden kann. In einem
zweiten Teil werden wir uns dem "Abdruck" spezieller raumlicher Zwangliufe auf einer
rastfesten Kugel zuwenden. Weiter werden wir die im ersten Teil vorgestellten Ergebnisse
mit Methoden der Liegruppen analysieren, wodurch es gelingt, diese induzierte Abbildung als
eine Kollineation zwischen den reellen projektiven Riumen iiber den Liealgebren der
Bewegungsgruppen des euklidischen Dreiraumes und des dreidimensionalen hyperbolischen
Raumes (vom Index 1) zu beschreiben.

Analoge Untersuchungen scheinen bislang unbekannt zu sein. BloB fiir den Fall, daB @ eine
Ebene ist, 148t sich ein vom Autor in [5] bzw. [6] angegebenes Resultat auf obigen Fall
anwenden. Dann gilt unter Beachtung von [5, S .12]: Das in der Ebene @ induzierte innere

Tangentenfeld ist zu jedem Zeitpunkt eines C'-Zwanglaufs i.a. das einer Drehung in @,
wobei das Drehzentrum in den Nullpunkt von @ beziiglich des Gewindes der momentanen
Bahnnormalen der Zwanglaufbahnen fillt.

1. Im dreidimensionalen euklidischen Raum E,  werden wir Punkte beziiglich eines
kartesischen Normalkoordinatensystems {O,x, y,z} durch Ortsvektoren ¥ = (x,y,z)’
darstellen. Gegeben sei nun eine Kugel x vom Radius R # 0, die in der Normalform

(1) x*+y*+22=R? bzw. 5= R?
vorliege. Betrachten wir einen raumlichen Zwanglauf der Differentiationsklasse C', so wird

jedem Punkt P der rastfesten Kugel K zu einem fest gewihlten Zeitpunkt t, vermdge der
infinitesimalen Transformation

*) E, wird im Bedarfsfall stets projektiv abgeschlossen und komplex erweitert vorausgesetzt.



Q) Foi=d+mxF

(d und 7 sind Vektoren mit Komponenten d\d,,d, bzw. m,,m,,m; € R) der momentane
Bahntangentenvektor ¥ zugewiesen™. Wir wollen die von dieser infinitesimalen
Transformation im Sinne der inneren Geometric auf k induzierte Transformation

untersuchen.
Dazu haben wir den Tangentenvektor ¥ fiir Punkte ¥ von x in Normal- und

Tangentialkomponente zu zerlegen:
Die Normalkomponente besitzt (der Kugelmittelpunkt A liegt in O) die Richtung X, die
Tangentialkomponente bezeichnen wir mit £ . Dann gilt

) F=t+A%,

wobei A = A(X) so zu wihlen ist, dal .X = 0 gilt. Wir erhalten damit fiir Punkte der Kugel x

. . _XX
(4) l=xXx—-Xx F
Einsetzen liefert unter Verwendung der Bezichung (3)

(5) f=c?—5c’%

+mxX.
Das im Sinne der inneren Geometrie auf k von der infinitesimalen Transformation induzierte

Vektorfeld hingt daher bei d.% # 0 quadratisch vom Kugelpunkt ¥ ab. Uberraschend 14Bt
sich nun aber folgender Satz beweisen:

Satz 1: Das im Sinne der inneren Geometrie einer Kugel x von der infinitesimalen
Transformation eines rdumlichen Zwanglaufes auf x induzierte Tangentenfeld stimmt auf k
stets mit dem Tangentenfeld der infinitesimalen Transformation einer stetigen eingliedrigen
Gruppe projektiver Kollineationen tiberein, die x invariant 146t.

Bemerkungen: a) Wird k im projektiv abgeschlossenen Anschauungsraum als Absolutquadrik
einer Cayley-Kleinschen Geometrie (vgl. O. GIERING [3, S.137]) aufgefaBt, so ist obige
projektive Kollineation als Bewegung im entsprechenden hyperbolischen Raum (vom Index
1) zu interpretieren.

b) Satz 1 gilt auch fir die Momentanbewegungen von dquiformen Zwangliufen: Zur
infinitesimalen Transformation (2) kommt ja bloB ein additiver Term "momentaner
Ahnlichkeitsfaktor . %", der in Richtung des Kugelmittelpunktes zeigt und daher fir die
Tangentialkomponente (5) keinen Anteil liefert.

*¥) Von einem momentanen Stillstand m, = m, = m, =d, = d, = d, = 0 wollen wir absehen.



Beweis des Satzes 1:

Formel (5) hat in Koordinatenschreibweise die Gestalt

d; x —myy+myz
6 7=|d, J’*’“"Tff“"ﬁ y|+| myx—mz
ds z —my x+myy

Wir versuchen nun, die infinitesimale Transformation einer x invariant lassenden

c! —Kollineationsgruppe so zu konstruieren, daB 7 (6) als Tangentenvektor der
inhomogenen Darstellung der Bahnkurven der Punkte der Kugel x auftritt. Wir verwenden
dazu vorerst homogene Koordinaten x;:x,:x3:x, = Lix:y:z zur Beschreibung der Punkte.
Die Bahnkurven bei der eingliedrigen stetigen Kollineationsgruppe werden dann durch

(D (%, (), x(£), %, (1),x5(1)) (t eR)

beschrieben, wobei die x; (¢) geeignete lineare Formen in den Koordinaten y:y,:y,:y; der
jeweiligen Ausgangspunkte sind. Fiir =0 kénnen wir oB.d.A. x;(0)=y; (i=0...3)
voraussetzen. Fiir die zugehorige inhomogene Darstellung der Bahnen gilt aulerhalb der
Fernebene des euklidischen Teiles

10 RN 10 R 10))
®  xO=C oy =220 20 =T

woraus wir fiir den (euklidischen) Bahntangentenvektor dieser Bahnkurven an der Stelle =0

_ X1(0) yo — %9 (0) », 5(0) = X3 (0) yo —%¢(0) v, ’

*(0) 7 » ¥
(9) Yo Yo
Z(O) - 'i:3 (O)yO _z'i:O(O)y3
Yo

gewinnen. Dabei sind die Termme %;(0)(i=0...3) lincaren Formen in den
Ausgangskoordinaten  y,:y,:y,:y;. Vergleichen wir die homogene Version des
Tangentenvektors (6) mit (9), so zeigt sich firr alle Punkte der Kugel x Ubereinstimmung,
wenn wir etwa

) 1
xp(0)= E;(dlyl +dyy, +d3y3),

(10) x,(0)=dyyy — m3y, + myys,
3 (0) =dyyy + myy; — myys,
33(0) =dsyg — myy, + my,

setzen. (10) stellt die Abbildungsgleichungen der infinitesimalen Transformation einer
stetigen eingliedrigen Kollineationsgruppe des projektiv abgeschlossenen Raumes E dar; bei
inhomogener Beschreibung der Bahnkurven stimmen fiir Punkte der Kugel k der zugehérige
Tangentenvektor und der auf x vom ecuklidischen Zwanglauf induzierte innere
Tangentenvektor (5) iberein! Die durch (10) bestimmte eingliedrige stetige

a



Kollineationsgruppe 1agt K invariant, da mit (10)
R? x, (0)x4(0) — x,(0)%;(0) — x5 (0)x, (0) — x3(0)%5(0) =0 gilt. Dies beendet den
Beweis des Satzes 1.

2. Eine gute Moglichkeit, sich einen Uberblick iiber die Geometric der induzierten
Kollineationsgruppen zu verschaffen, liefert folgender Sachverhalt: Betrachten wir die
Wirkung einer recllen projektiven Autokollineation von kx auf die Punkte von k: Sie

erscheint bei stereographischer Projektion aus einem Punkt Z von x in eine zu [A/E ]

orthogonale (Z nicht enthaltende) Ebene 7 als MOBIUS-Transformation in 7 (vgl. O.
GIERING [3,S.372 f .]). Nun besitzt so eine reelle projektive Autokollineation von x auf
entweder genau 1 reellen Fixpunkt (es liegt momentan eine Grenzdrehung vor) oder 4
Fixpunkte, von denen zwei reell sind. Die beiden anderen sind konjugiert komplex und
gehdren der reziproken Polaren der Verbindung der ersten beziiglich der Kugel x an. Legen
wir unser Projektionszentrum Z in einen dieser stets existierenden reellen Fixpunkte, so
entsteht im Bild 7 sogar eine euklidische Ahnlichkeit. Umgekehrt induziert jede Ahnlichkeit
in 7 nach "inverser stereographischer Projektion" auf k eine projektive Autokollineation, die
sich zu einer projektiven Kollineation des Gesamtraumes fortsetzen 148t.

Durch eine Drehung des Rastsystems bringen wir einen dieser stets reell existierenden
Fixpunkte F, in den Punkt (0,0,R). Beim euklidischen Ausgangszwanglauf ist er dann
entweder ebenfalls Fixpunkt (es liegt eine Momentandrehung bzw. Momentanschiebung vor),
oder seine Bahntangente weist zum Kugelmittelpunkt. Die infinitesimalen Transformationen

(2), die F,(f;) einen Tangentenvektor der Richtung OF, zuweisen, sind durch
(11) d, =-Rm,,d, = Rm,

gekennzeichnet.
Nun projizieren wir die Punkte ¥ aus dem Punkt F, = Z stereographisch in die Ebene

n...z = 0. Der Bildpunkt besitzt den Ortsvektor

s Rx 3\
R—z
Ry
R-z|
0

\ /

(12) %"=

In 7 werden wir x und y-Koordinaten als Bildkoordinaten (&, 11) verwenden. Dann gilt fiir den
Bildpunkt

~ Rx Ry
13 X)=—, f = —,
13 EF) =2, )=
Da es etwas aufwendiger ist, den "Ableitungspunkt" ¥ +7 oder den Fernpunkt der "inneren
Tangente" abzubilden, bestimmen wir den Verschwindungspunkt der "inneren Tangente": Es
handelt sich um den Schnittpunkt mit der Tangentialebene z = R der Kugel in Z = F;: Sein

Ortsvektor berechnet sich zu



(14) v=x+

Abkiirzend setzen wir nun in (6) 7 :=(1,, t,, t;)’. Bei unserer stereographischen Projektion
aus I, = Z wird dieser Punkt auf einen Fernpunkt von 7 der Richtung

(15) E@)=tx+4(R-2),m, () =ty +14,(R-2)

abgebildet. Einsetzen aus (6) liefert

& ()= (1~ dyx ~ Rmyy— Ry (R~ 2)]
(16)
m; ()= (1= D[ Rmgx + dyy + Rm, (R~ 2)],

woraus wir als Tangentenrichtung in 7

&) &,(¥) = R[dyx— Rm,y ~ Rm,(R-z)]:(R~ z)
1n,(%) = R[Rmyx + dyy + Rm (R 2)|:(R-z)

und unter Verwendung der Formel (13) schlieBlich

18) . & =—R*m, + +d,E— Rm,n
n = R2m1 +Rm E+d;n,

gewinnen. Dies ist in Ubereinstimmung mit Satz 1 dic infinitesimale Transformation
(&,m)— (&,,m,) einer stetigen eingliedrigen Ahnlichkeitsgruppe in 7. Es handelt sich dabei

i.a. um eine eingliedrige Spiralungsgruppe in 7, deren Pol Q¥ in den Punkt mit den
Koordinaten

19) &, = RZ(mZda —Rm,m,) N = -R (md; + Rm,m,)
Fix R2m§+d§ ’ Fix R2m§+dj

fallt. O ist stereographisches Bild jenes Punktes Q=F der Kugel x, der als zweiter reeller

Kugelpunkt mit Bahntangente durch die Kugelmitte aufzufassen ist. Fir R? m32 +d32 =0 liegt
dieser zweite Fixpunkt (19) in einem Fernpunkt von 7. Die infinitesimale Transformation
(18) definiert eine eingliedrige Schiebungsgruppe.

Bemerkungen: 1) Die beiden anderen auf der Kugel x auftretenden Fixpunkte liegen nach
unseren Uberlegungen dann im Schnitt der reziproken Polaren zu [Fl,Fz] beziiglich der

Kugel k mit k.

2) In Abschnitt 3 wird eine einfache konstruktive Bestimmung dieser reellen Fixpunkte fiir
den allgemeinen Fall vorgefiihrt.

Nun untersuchen wir die Auswirkung verschiedener euklidischer Momentanbewegungen auf
der Kugel:



1) Momentandrehungen und Momentanschiebungen

A) In (19) kann der Nenner R*m; +d; = 0 sein. Das ist bei R # 0 genau fir d, = m, =0 der
Fall. Die rdumliche infinitesimale Transformation (2) erzeugt dann i.a. eine eingliedrige
stetige Drehungsgruppe, deren Drehachse a die Kugel x in Z = F, beriihrt (gilt zusétzlich
m,=m, = 0, so liegt im Raum sogar eine eingliedrige Schiebungsgruppe vor - siche
Sonderfall C). Das induzierte innere Tangentenfeld auf x erzeugt nach unserer
stereographischen Projektion (wie oben bereits erwihnt) eine Schiebungsgruppe in Richtung
(—m,,m,)". Auf x gehort das innere Tangentenfeld bei m? + m? = 0 zu einer hyperbolischen
Grenzdrehung um die Achse a. Abbildung 1 zeigt diesen Fall mit einigen Integralkurven des
auf x induzierten Tangentenfeldes. Dabei wurden R = 10, (m;,m,,m;)=(1,0,0) sowie
(d,,d,,dy)=(0,10,0) gewihit.

Abbildung 1

B) Gilt d;, =0, m, # 0, so stellt (18) in 7 die infinitesimale Transformation einer stetigen

eingliedrigen Drehungsgruppe mit Drehzentrum Q¥ ...(——=,——=) dar. Die riumliche
s g

infinitesimale Transformation (2) ist dann die einer stetigen Drehungsgruppe um die Achse

a= [Z = FI,Q”]. Das auf x induzierte innere Tangentenfeld gehért zu einer stetigen

eingliedrigen Drehungsgruppe um die Achse a des hyperbolischen Raumes mit
Absolutquadrik k.

Insgesamt induzieren daher Drehungsgruppen des Ausgangsraumes auf K wieder
Drehungsgruppen (allerdings im Sinne der auf x gegriindeten Cayley-Kleinschen
Geometrie).

Abbildung 2 zeigt diesen Fall mit einigen Integralkurven auf k. Dabei wurden R=
10,(m,,m,,m;) = (-1,0,0), (d,,d,.d,) = (0,10,0) gewshit.

Abbildung 2

C) Falls im E; eine eingliedrige Schiebungsgruppe vorliegt, gilt m, =m, =m, = 0. Aus (18)
lesen wir ab, daB} dann in 7 i.a. eine eingliedrige stetige Gruppe zentrischer Ahnlichkeiten mit
dem Pol Q" induziert wird. Auf der Kugel x liegt dann eine Drehungsgruppe um die zu
[ F,, F, | beziiglich x reziproke Polare als Drehachse vor.

2. Momentanschraubungen:

Liegt im Ausgangsraum eine Schraubung vor, so gilt fiir die infinitesimale Transformation (2)
mit (11): dym; # 0. Die dadurch auf x induzierte Transformationsgruppe ist dann im Sinne
der auf K gegrindeten Cayley-Kleinschen Geometrie als Schraubung anzusprechen. Die

6



dabei auftretenden W-Kurven hat U. PINKALL in den beiden Arbeiten [4] untersucht. Die
Typenvielfalt ist etwas geringer als jene des elliptischen Raumes, in dem Untersuchungen von

K. STRUBECKER [7]vorliegen.

Wenn wir die Bewegungsgruppe B, des hyperbolischen Raumes mit k als Absolutquadrik
einsetzen, konnen wir die beiden Fixpunkte F, und F, in die Punkte (0,0,R) bzw. (0,0,-R)
transformieren. Fiir Normalformen im Sinne der hyperbolischen Geometrie diirfen wir daher
in (11) mit (19) auch noch m,d; = Rm,m, und m,d; + Rm,m, =0 setzen. Da m,d,R # 0 ist,
gilt dann m; = m, = 0. Fiir unsere "hyperbolische Normalform" diirfen wir daher annehmen,
daB die infinitesimale Transformation (2) des Ausgangsraumes eine cingliedrige stetige
Schraubungsgruppe um die z-Achse als Achse erzeugt. Dann kénnen wir noch m, =1
normieren und d; = p e R\ {0} setzen. Abbildung 3 zeigt einige der Integralkurven des auf
induzierten Tangentenfeldes fir R=10, (m,,m, ,m;) = (0,0,1),(d, ,d,,d,) = (0,0,5).

Abbildung 3

Abbildung 4 zeigt schlieBlich diesen Fall in allgemeiner Lage: R=10, (m,,m,,m;) = (-1,0,1)
und (d,,d,,d;)=(0,-10,5). (Mit Hilfe einer hyperbolischen Bewegung lieBe sich eine
Situation erreichen, die mit Abbildung 3 vergleichbar ist.) Ein dhnliches Bild findet sich bei
U. PINKALL [4], der W-Kurven der ebenen Lie-Geometrien studiert.

Abbildung 4

3. Abschlieend sei noch ein konstruktiver Weg zur Ermittlung der auf der Kugel x
befindlichen Fixpunkte F;,F;,F;,F, angegeben: Wenn der Mittelpunkt von k auf der

Momentanschraubachse a liegt oder eine Momentandrehung bzw. Momentanschiebung
vorliegt, ist keine besondere Konstruktion erforderlich. Sehen wir von diesen trivialen Fallen
ab, konnen wir durch einen Koordinatenwechsel im Rastraum erreichen, daB die
Momentanschraubachse a in die z-Achse fillt, und der Mittelpunkt unserer Kugel die
Koordinaten (m,0,0) (m = 0) erhilt. Die infinitesimale Transformation (2) schreibt sich dann

in der Form

20) ¥=(x9,2)' —>i=(-y,x,p) (p20),

wobei p den Schraubparameter bezeichnet. Die Kugel k besitzt die Gleichung
Q1) (x-m)+y*+2* = R,

Das Lot aus M auf die Schraubachse bezeichnen wir mit » (hier = x-Achse). Punkte des E,

mit momentanen Bahntangenten durch M (nur sie kommen ja als Fixpunkte der
Kollineationsgruppe auf der Kugel in Frage) werden durch Parallelitiit der beiden Vektoren

(22) 'i: = (—y:xap)t und (x_m>yaz)’

gekennzeichnet. Die entsprechenden Punkte liegen daher im von a verschiedenen Schnitt des
Drehzylinders



23) A.. x(x-m)+3y*=0
und des hyperbolischen Paraboloides
24) @..py=xz

Dieser Restschnitt ist i.a. ein aufrechter kubischer Kreis ¢ mit a als Asymptotenrichtung. Die
von den absoluten Punkten der M enthaltenden Normalebene zur Achse a verschiedenen
Schnittpunkte von ¢ mit k sind die gesuchten Punkte F;, F, , F;, F,.

Wir stellen fest (vgl. Abbildung 5):
a) Die Bahntangenten der Punkte von » erfiillen genau das hyperbolische Paraboloid (24).

b) Wenn ein Punkt F, € k n ¢ mit Bahnschraubtangente durch M gefunden ist, besitzt wegen
der Symmetrie der Verteilung der Bahnschraubtangenten auch der aus F, durch Spiegelung
an n hervorgehende Punkt diese Eigenschaft - F, wire gefunden. Analog 148t sich aus F; der
Punkt F; gewinnen. Die FuBpunkte der beiden Spiegelungsgeraden v:=[F,, F,| und
w:=[F,, F,] auf n bezeichnen wir mit " und W. v und w sind nach a) Bahntangenten der
Punkte ¥ und W bei der Momentanschraubung,

c) Aus Abschnitt 2 entnehmen wir, dafl die beiden Geraden v und w reziproke Polaren
beziiglich der Kugel x sind und daher zueinander normal stehen. Das Problem der

Bestimmung der Fixpunkte F|, F,, F;, F, lauft daher auf die Ermittlung jener Punkte ¥ und

W auf dem Lot » hinaus, dic einerseits konjugiert beziiglich der Kugel x sind, und
andererseits zueinander normale Bahntangenten besitzen.

d) Beziiglich x konjugierte Punkte von n entsprechen sich in einer (hyperbolischen)
Involution mit Fixpunkten in n» N k. Punkte von » mit zueinander normalen Bahntangenten
entsprechen sich nach (20) ebenfalls in einer - diesmal elliptischen - Involution: Ein
LAGUERRE-Vertreter ihrer Fixpunkte ist etwa der auf der Schraubachse a gelegene Punkt
L(p,0,0), der vom LotfuBBpunkt » ~ a den Abstand p besitzt.

e) V' und W sind damit ganz einfach als gemeinsame Punkte der oben genannten Involutionen
Zu konstruieren.

Abbildung 5 zeigt die elementare Bestimmung von V und W. Die gesuchten Fixpunkte
befinden sich im Schnitt der Kugel mit den Bahntangenten v und w dieser Punkte- bloB zwei
davon kénnen allerdings reell ausfallen.

Abbildung 5
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