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In [24] ist es gelungen, alle rdumlichen Zwanglidufe /3
mit einer zweiparametrigen Schar ebener Bahnkurven anzuge-
ben. In dieser Note sollen insbesondere die darunter be-
findlichen symmetrischen Schrotungen, die Umkehrbewegungen
dieser Zwangldufe und jene ausgezeichnete Klasse von Bewe-
gungsvorgidngen eingehend studiert werden, bei der sowohl
der Ausgangszwanglauf als auch die Umkehrbewegung eine
zwedlparametrige Schar ebener Bahnkurven besitzt . Hierbei
wird die Bezeichnungsweise von [24] beibehalten, und die

Numerierung liickenlos fortgesetzt.

3. Symmetrische Schrotungen mit einer zweiparametrigen

Schar ebener Bahnkurven

Die durch (20), (29) und (34) gegebenen Zwangldufe /%'
mit einer zweiparametrigen Schar ebener Bahnkurven lassen

sich in der Normalform durch

x' (%)
y'(t) = x sin £ + y cos £ + A(1 - cos &) + B4(t) (36)

x cos £ - y sin %

z'(£) = z + C sin £ + D(1 - cos &) + Ef(%)



mit einer willkiirlichen Funktion {(£) der Klasse C3
erfassen (A,B,C,D,E € R, £ € (-»,+=)). Dem Zwanglauf (36)
ist die GrundriBbewegung o/c'

x'"(£) = x cos £ - y sin £
(37)

x sin £ + y cos £ + A(1 - cos t) + Bflxt)

y' (%)

zugeordnet, bei der ersichtlich der Punkt U (0,0) der Gang-
ebene o entweder auf der y' - Achse gleitet oder Fixpunkt ist
(A{t-cos %)=-Bf(#£)). In einer Reihe bemerkenswerter Arbei-
ten hat J. KRAMES (vgl. [6]1, [7], [19], [20], [21], [22]

und [23]) sogenannte symmetrdische ndumliche Zwangliufe
untersucht: Man gelangt zu diesen Bewegungen, indem man das
Rastsystem T' an einer stetigen Schar von Geraden g'
spiegelt; die so gewonnene stetige Schar gleichsinnig kon-
gruenter Spiegelbilder definiert einen eindeutigen Zwang-
lauf, der symmetrisch genannt wird (vgl. auch [1, S. 317 £.1).
Unter den Zylinderschrotungen (36) sind genau jene symme-
tnisch, deren Grundrifizwanglauf o/c' eine ebene symmetrische
RefLung ist. Diese Zwangldufe o/c' sind dadurch gekenn-
zeichnet, daB das Polkurvenpaar p, p' kongruent ist und

sich stets durch Spiegelung an der momentanen Wilztangente
ineinander Uberfiihren 14Rt. Insbesondere gilt, dafl sich

jede Bahnkurve der symmetrischen Rollung o/oc' durch fort-
gesetzte Spiegelung eines in o' festen Punktes P* an den

Tangenten der Rastpolkurve p' gewinnen 14Bt (vgl. R. BEREIS

[181).

Ist der Punkt U der Gangebene o bei (37) Fixpunkt - was
durch A(1 - cos %) + Bf(£) = OV £ € (-=,+») gekennzeich-

net ist -, so liegt in (36) eine Umschwungbewegung um die
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feste z' - Achse vor, die im weitesten Sinne auch als sym-
metrische Zylinderschrotung aufzufassen ist - die Henkel-
punktsfliche X* wird entweder zum Minimalebenenpaar durch
die z - Achse oder umfaft den ganzen Gangraum %. Letzteres
tritt genau fur §(£) = K(1 - cos %) + L sin % (K, L =
konst. € R) und A(1 - cos t) + Bf(£) = O ein; T/5' ist
entweder eine Drehung um die feste z' = z - Achse oder ein

volLlkommen steilern DARBOUX'scher Umschwung (vgl. [1, $.321]).

Ist der Punkt U der Gangebene o bei (37) kedin Fixpunkt -
was durch A(1 - cos %) + B§(£) # O gekennzeichnet ist -,
so gleitet er auf der y' - Achse. Der Zwanglauf o/c' ist
nach obigem offensichtlich genau dann symmetrisch, wenn es
zu U in der Rastebene o' einen festen Punkt U™ gibt, sodaf
die Bahn von U (y' - Achse) durch fortgesetzte Spiegelung
von U an den Tangenten der Rastpolkurve p' entsteht (vgl.
Abbildung 1). Liegt u* auf der y' - Achse, so sind die
Spiegelungsachsen parallel - d.h. o/c' wire eine Schiebung

Lings den y' - Achse; ein Fall, der hier auszuschlieBen ist.

[Abbildung 1|

Ist u* € y', so umhiillen die zugehdrigen Spiegelungsachsen

bekanntlich eine Parabel p' mit Brennpunkt U* und Leitlindie
y' (vgl. Abbildung 1), womit o/c' als symmetrnische Parabel-
rollung erkannt ist (vgl. R. BEREIS [18] bzw. W. WUNDERLICH

[17]). In der Normalform kann dieser Zwanglauf durch

x' (%)
y'(z)

X cos t - y sin £
P (38)
X sin t + y cos £t + A tan 7 (A=konst.cR)
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beschrieben werden. Als z' - Komponenete des zugehdrigen

rdumlichen Zwanglaufs erhalten wir mit (36)
z'(t) = z + B sin £ + C(1 - cos &) + D tan % (39)

(B,C,D = konst. € R). Es handelt sich somit im allgemeinen
um die von W. WUNDERLICH in [17] ausfiihrlich untersuchten

kubischen symmetrnischen Schrotungen 1). Wir haben damit den

SATZ 6 : Unter den ndumlichen Zwangldufen /%' mit edlnen
zwedlparamethigen Scharn ebener Bahnkurven sind genau alle
Umschwungbewegungen um eine nrasitfeste Achse und alle ku-

bischen symmetrischen Bewegungsvorgdnge symmetaisch.

4. Umkehrbewegungen der rdumlichen Zwangldufe mit einer

zweiparametrigen Schar ebener Bahnkurven

Wir schlieen vorerst die Umschwungbewegungen um eine

rastfeste Achse von unseren Betrachtungen aus und kdnnen

daher im folgenden in (36)
A{1 - cos t) + Bf(t) = glt) # 0 (40)

setzen. Die Umkehrbewegung z'/z des Zwanglaufes (36) be-

sitzt dann die Darstellung

x(t) = x'cos £ + y sin £ - g(£)sin %
y(t) =-x'sin £ + y cos £ - g(t)cos & (41)
z(2) = z' + C sin & + D(1 - cos %) + Eg(t)

R W. WUNDERLICH gibt auch an, daf die zugeh®rige KRAMES'sche
Grundflidche dieser Zwangldufe i.a. eine konoidale Regelflidche

vierten Grades ist.

S ik
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mit C,D,E = konst. € R und einer willkiirlichen C3 - Funktion
glt). Fur g(£) = B sin % ist hier die bekannte MANN-
HEIM'sche Bewegung enthalten, die als Umkehrbewegung der

DARBOUX'schen Bewegungen aufzufassen ist (vgl. [1, S. 310 f.]).z)

Da die Punkte der wegen g(£] # O reellen Henkelpunktsfli-
che X* beim Ausgangszwanglauf (36) Bahnen in den Ebenen eines
Bindels mit einem Fernpunkt S' als Tridger durchlaufen, miissen
die Ebenen dieses Biindels bei der Umkehrbewegung (41) Kegel
mit Spitzen aufg Gl umhiillen; da es sich bei (41) um eine Zy -
linderschrotung handelt, sind die Hiillkegel im allgemeinen
Drehkegel, deren Achsen parallel zur z - Achse verlaufen.
Liegen die bewegten Blindelebenen aus ' parallel zur z' -
Achse, so werden diese Drehkegel zu Drehzylindern, deren Ra-
dius unter Umstédnden verschwindet. Ist der Blindelscheitel S'
ein Fernpunkt der [x',y'] - Ebene, so werden die zu z' ortho-

gonalen Biindelebenen im allgemeinen nur parallelverschoben.

Von den vorhin ausgeschlossenen Umschwungbewegungen werden
bekanntlich genau dann die Ebenen einer zweiparametrigen Schar
so gefiihrt, dal sie im allgemeinen Kegel umhiillen, wenn es
sich um den vollkommen steilen DARBOUX'schen Umschwung han-
delt, bei dem wie auch bei der allgemeinen MANNHEIM'schen Be-

wegung alle allgemeinen Ebenen Drehkegel umhiillen. Wir haben

damit den

SATZ 7 : Von den Umkehrbewegungen t'/% dern rdumlichen Zwang-

Liduge /2" mit ednen zwedlparamethrigen Schar ebener Bahnkurven
P g

2) Fiir g(Z£) = 0 erhalten wir hier auch den vollkommen steilen

DARBOUX'schen Umschwung, der wegen (40) vorerst ausgeschlossen
ist. Gilt weiter C sin £ + D(1 - cos t) = konst., so liegen

Drehungen um die rastfeste Z - Achse vor.



wenden im allgemeinen genau die Ebenen eines Bindels mit
einem Fennpunkt S' als Trdgern Lings Kegeln geflhnt; es
handelt sich dabedi im allgemeinen um Drehkegel, denren
Spitzen die Henkelpunkts flLiche X* des Ausgangszwanglaugs
T/%' enflillen. ALs Sondernfdlle sind dabei die MANNHEIM'
schen Bewegungen aufzufassen, bed denen alle Ebenen des

Gangraumes Am allgemedinen Drehkegel umh&ﬂﬂen.s)

Fragt man nun in Analogie zu den Abschnitten 1 und 2
nach allen jenen rdumlichen Zwangliufen Z*/E*', bei denen
eine zweiparametrige Schar von Ebenen Kegel als Hiillflidchen
besitzt, so muBl die Umkehrbewegung 2*'/2* offensichtlich
ein Zwanglauf mit einer zweiparametrigen Schar ebener Bahn-
kurven sein, womit klar ist, daB es sich bei E*/Z*' nur um
die durch (41) beschriebenen Zwanglidufe handeln kann, wobei
allerdings auf die Einschridnkung (40) zu verzichten ist
(vgl. FuBnote 3). Man erh#lt so das liberraschende Ergebnis,
dal die fraglichen Ebenen des Gangraumes ' im allgemeinen
einem Blindel mit einem Fernpunkt als Scheitel angehdren,
und die Hillkegel im allgemeinen Drehkegel sind, deren Spitzen
entweder einer Ebene oder einem Drehzylinder angehdren. Es

gilt somit der

SATZ 8 : Die rdumlichen Zwangliude = /¥, bei denen eine
zwedparametrige Schar von Ebenen stets Kegel umhillt, sind

genau die durch (41) erfaBten Umkehrbewegungen von

3)Diese Sonderfdlle werden in (41) miterfaBt, wenn auf (40)

verzichtet wird.



Zwangldufen /2% mit einen zwedparametrigen Schar ebenen
Bahnkurven. Sieht man von den MANNHEIM'schen Bewegungen ab,
40 gehdnren die ausgezedichneten Ebenen einem Bindel mix
einem Feanpunkt als Trdgen an; Lhre HilLkegel sind Aim all-
gemeinen Drehkegel, dernen Spiftzen entwedern einem Drehzy-

Linder oder ednen Ebene angeh&aen.4)

Neben den MANNHEIM'schen Bewegungen und dem Sonderfall
des vollkommen steilen DARBOUX'schen Umschwungs ist noch
ein weiteres Beispiel fiir solche Bewegungsvorginge bereits
bekannt. Es sind dies die von W. WUNDERLICH in [17] studier-
ten symmeirischen khubischen Zwangldufe, die sich bereits in
Abschnitt 3 als ausgezeichnet erwiesen haben. Sie stellen

sich in (41) fur

glt) = Atan% (A = konst. € R-0) (42)

ein.

5. Eine ausgezeichnete Klasse von Zwangliufen

Wir wollen hier nach allen jenen ridumlichen Zwangliufen

%/z' fragen, die sowohl eine zweiparametrige Schar ebenex

4)

Es sei hier besonders darauf hingewiesen, daR die
Forderung nach Hiillkegeln wesentlich ist; wdre auch eine
zweiparametrige Schar von HifLzylindean zugelassen, so

wlirden wir als Zwanglauf jede beliebige Zylinderschrotung
betrachten k&nnen, bei der ja in trivialer Weise alle zur
gangfesten Richtung parallelen Ebenen im allgemeinen Zylinder
umhiillen. Dieser Soderfall ist als Gegenstiick zu in den Ab-
schnitten 1 und 2 aufgetretenen Umschwungbewegungen aufzu-

fassen, bei denen stets zwei Minimalebenen in sich bewegt

werden.



Bahnkurven besitzen als auch eine zwedparametrige Schax
gangpesten Ebenen Lings Kegeln fihren. Wir haben in Ab-
schnitt 4 erkannt, daB fiir solche Zwangldufe z£/Z' auch

die Umkehrbewegungen z'/Z eine zweiparametrige Schar von
ebenen Bahnkurven besitzen miissen, also ebenfalls die ge-
forderten Eigenschaften haben; der Zwanglauf £/5' ist
demnach sowohl von der Bauart (36) als auch (41). Die
GrundriBbewegung o/c' liegt damit offensichtlich fest

Nach Abschnitt 2 existiert ein in o fester Punkt U, der
auf einer Geraden - der y' - Achse - gefiihrt wird oder
Fixpunkt ist. Letzteres ist mit (41) nur fiir den volLhom-
men steilen DARBOUX'schen Umschwung oder Drehungen um eine
rnastgeste Achse moéglich. Im anderen Fall muB es, da o/c'
auch als Umkehrbewegung eines solchen Zwanglaufes aufzu-
fassen ist, eine in o feste Gerade h geben, die durch
einen rastfesten Stitzpunkt H'€ o' gleitet. Die GrundriBbe-
wegung ist damit der durch die bekannte W.inkelschleife

erzeugbare Zwanglauf (vgl. Abbildung 2).

[Abbildung 2]

Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Winkelschleife gibt
W. WUNDERLICH in [16, S. 112 f.] an. Weisen wir o.B.d.A.

der Geraden h die Darstellung

‘ Q. Y 2 2
Y = . ) o,B,Y,6 € Ry Yo+ 67=1,v€(-w,+x)
R &

und dem Stlitzpunkt H' die Koordinaten (a,B) zu, so kann der

(43)



Zwanglauf o/c' durch

x'(Z)=x cos £ - y sin % (44)
(ab-By) (1-cost)- (ay+B&)sin %

y'(t)=x sin £ + y cos &t +
Yy cos £ - & sin £

beschrieben werden. Der zugeh®rige rdumliche Zwanglauf /s

besitzt die z' - Komponente

z'(t) = z + C sin £ + D(1 - cos %) +

(45)
(ad-BY) (1-cos £)-(ay+B&)sin
v E Yy cos £ - & sin %
mit reellen Konstanten C,D und E. Fihren wir tan % = U
als neuen Parameter ein, so erhalten wir (44) und (45) in
der Gestalt
x(1—u2} - 2uy
x'(u) = .
1T+ u
2
g'(u) = 2ux + y(;-u ) . Zu(aé—BY;u - (ay+B8) (46)
1T + u y(l=-u") = 26u
2 (u) = z + 20 &0 o op, (06=BY)u - (ay+pé)

1+u y(l-uz) - 28u

Die fraglichen Zwangldufe bewegen daher im allgemeinen die
Punkte des Gangraumes I auf rationalen Raumhkurven vienten
Ondnung, deren Grundrisse im allgemeinen monozirkulare
Quantiken abgeben, die als Bahnkurven der Winkelschleife
(Abbildung 2) angesehen werden kénnen. Die Achsenzylinder
sind demnach im allgemeinen ebenfalls von vierter Ordnung;
ihre Grundrisse hat W. WUNDERLICH in [16, S. 113 f.] aus-
fiihrlich untersucht. Es ist bemerkenswert, dafl die Punkte
der im Gangraum I stationidren Henkelpunktsfliche x¥ im all-
gemeinen ebene Bahnkurven vierter Ordnung durchlaufen,

wdhrend die Ebenen des ausgezeichneten Biindels Drehkegel
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umhiillen. Als bemerkenswerte Sondenformen sind in (46)

enthalten

(A) Die symmetnischen Zylindenschrotungen (38),(39), wobei
sich fiir a = B = 0 der volLhommen stelle DARBOUX'sche Um-
schwung beziehungsweise fir o =B = C = D = 0 die Drehung
um eine rastfeste Achse einstellt. Die symmetrnischen kubi-
schen Iwangldufe ergeben sich in (46) fiir o = ad - By;

die Normalform (38),(39) wird fir B =0, 6§ =1, a # O an-
genommen. Die Achsenzylinder sind in diesem Fall paraboli-
sche Zylindern, die Bahnkurven im allgemeinen rationale Kur-
ven dritter Ordnung (vgl. W. WUNDERLICH [17]). Die Grund-
riRbewegung kann durch eine symmetrische Winkelschlelife er-

5)

zeugt werden.

(B) Die ndumlichen Zwangliufe (46) mit a8 - By = O. Die
GrundriBbewegung o/c' kann als edinfach geschrdnkte Winkel-
schleife aufgefat werden (vgl. W. WUNDERLICH [16, S. 114]);
die Bahnkurven sind im allgemeinen rationale Kurven vierter
Ordnung - der Rastzylinder ist ein parabolischen Zylindenr,

der Gangzylinder besitzt die Ordnung vier.

(C) Die Umhehnbewegungen den unten (B) genannten Zwangliufe,

die sich fur B = O ergeben.

Wir haben damit den

5) Dpie hubische Umschwungbewegung (vgl. W. WUNDERLICH [17])
tritt hier nicht auf, weil wir gefordert haben, daf eine

zweiparametrige Schar gangfester Ebenen Diehkegef umhiillen

soll (vgl. FuBnote 4).
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SATZ 9 : Die rdumlichen Zwangldufe Z/T' mif edner zwed-
parametrigen Schar ebener Bahnkurven, bed denen auBerdem
edine zwedparametrige Schar von gangfesten Ebenen Ldngs
Kegedn geflihnt wind, sind die Ain den Noamalform durch (46)
erfaBten Bewegungsvorgdnge. Diese Zwangldufe flihren ALm
allgemeinen die Punkte des Gangraumes auf rationalen Raum-
kurven vientern Ordnung, wihrend die allgemeinen Ebenen des
Gangraumes Torsen vierntern KLasse umhillen. Genau die Punkte
der Aim Gangraum % stationdren Henkelpunkitsfliche X¥ besitzen
ebene Bahnen; die Ebenen edines gangfesten Bindels mit ednem
Fernpunkt als Trdger umhillen im allgemedinen Drehkegel, de-
nen Spitzen den Henkelpunktszylindern beziehungswelse die
Henkelpunktsebene X1 den Umkehnrbewegung T'/T engillen., ALs
Sondenformen treten die Aymmeilrdscnen eutdsihzn Zwagliufe
verschiedenen symmetndischen kubischen Zwangldufe, dern voll-
kommen stelile DARBOUX'sche Umschwung und die Drehung um edne
rastfeste Achse auf, bed denen die Bahnkurven Aim allgemedinen

hationale Kubiken beziehungswelse ELLAipsen oden Kredise sind.

Es 1st damit gelungen, ein weiteres Beispiel fiir eine
Raumbewegung Z/Z' anzugeben, bei der alle allgemeinen Punkte
des Gangraumes auf Raumkurven vierter Ordnung gefiihrt wer-
den. Bekannte Beispiele sind hierzu etwa die von J. KRAMES
[21] und[23] angegebenen symmetrischen Schrotungen. Auch
eine von J. TOLKE und E.V.de VASCONCELOS in [25] entdeckte
Zylinderschrotung sowie einige von W. KAUTNY [4] angegebenen

Umschwungbewegungen sind zu dieser Klasse zu z&hlen.
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Als Beispiel fir einen Zwanglauf der Bauart (44),(45) sei der
Sonderfall (B) mit der Annahme D = E = a6 - By = 0 ein -

gehender studiert. Er 148t sich durch

x'(t) = x cos £ - y sin &

' ) . (ay+B8)sin %
y'(£) = x sin £ + y cos £ + & sin £ - y cos % (47)
z'(£) = z + C sin ¢t

darstellen. In diesem Fall ist die Henkelpunktsflidche X
durch x = 0 gegeben (vergleiche Abbildung 3); fiir die
Punkte U und P € X* sind die (ebenen) rationalen Bahnkurven

vierter Ordnung in der Abbildung eingetragen.

Abbildung 3|

Die durch

. 2
gt v _ (ay+B8)sin”t
x(t) = x'" cos £t + y' sin %t ST =T ooE 2
o | s _ (ay+B&)sin £ cos £
y(t) =-x' sin £ + y' cos % § sin £ - ¥ cos T (48)
z(%) = z' - C sin £

erfaBte Umkehrbewegung ='/Z besitzt die Henkelpunktsebene x*1

(17) mit der Gleichung
x'B - y'a = 0. (49)

Da (48) durch Uberlagerung eines vollkommen steilen DARBOUX'

schen Umschwungs mit einer Schiebung in Richtung der Geraden

x'B - y'a =0, z' = 0 erzeugbar ist, gilt fur die Ausgangs-
y

bewegung £/z', daB genau die Ebenen € Z £, die zur Geraden
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x'B - y'a =0, z' = 0 parallel sind, Drehkegel (beziehungs-
weise Entartungsfdlle) umhitillen; die Spitzen dieser Dreh-
kegel gehdren der Ebene X' an. In Abbildung 3 wurde einer
dieser Hiilldrehkegel eingetragen : Mit Hilfe eines Seiten-
risses kann jener Punkt ¥ € T' ermittelt werden, dessen
Bahn bei der Umkehrbewegung z'/Z in der Ebene e verliuft;
dieser Punkt ist die Spitze des von € bei £/3' umhiillten
Drehkegels ¥. Zu bemerken ist noch, daf alle den Punkt U
des Gangraumes enthaltenden erstprojizierenden Ebenen im
allgemeinen parabolische Zylinder umhiillen; in Abbildung

3 ist der von der Henkelpunktsebene X* ¢ £ umhiillte Zylin-

der ® im Grundrifl dargestellt.
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