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1. Nichtisotrope Torusfl&dchen im Flaggenraum. In einem reellen

dreidimensionalen projektiven Raum P3(R) - wir werden Punkte mit
homogenen Koordinaten X iXq3XyiXg # 0:0:0:0 beschreiben - wird die

neungliedrige Gruppe projektiver Kollineationen

X = X

o o
) x1' = ax_ + ax, a,b,c,d,e,f,a,8,y €ER
x2' S bxo + cx, + sz aBy # O
) i
xy' = dxO & ex, + fx2 + YX3

die die absolute Ebene w (xo = 0), die absolute Gerade £ (xO = x4 = 0)
und den absoluten Punkt F (0:0:0:1) einzeln festlassen, als Ahnfich-

keltsgruppe edines Flaggenraumes 13(2) mit dem Absolutgebilde {w, £, F}

angesprochen. H. BRAUNER hat in [1] die in (1) durch a = B8 = vy = 1

ausgezeichnete Untergruppe als Bewegungsgruppe B6 dieses Flaggen-

raumes I3(2) ausgezeichnet und die dazugehdrige Geometrie studiert1)

1) Man vergleiche diesbeziliglich auch H. SACHS [4] und die dort ange-

gebene Literatur.



()

und sowohl alle eingliedrigen Untergruppen als auch 13 - Analoga

zu den gdngigsten Bewegglichen des euklidischen Raumes angegeben.
Darunter befindet sich auch die Herleitung der Torusfldchen des

13(2) [1, III, S.66 f.],z) wobei H. BRAUNER fiir die ndchtisotrope

Drehungsgruppe mit der Normalform

x' = x + at
t2
(2) y'! =y + Xt + oz (a0 € R/{O}, £t € Ru{=})
z!' =z

- wir verwenden im folgenden stets inhomogene Koordinaten R iXq Xyt
Xy = lex:y:z (xO # 0) - jene parabolischen Zylinder als nichtiso-
trope Torusflédchen bezeichnet, die eine die absolute Gerade f

3)

treffende Gerade g (x = konst.) bei (2) iberstreicht. Dies des-

halb, weil H. BRAUNER die Huillfl&dchen einer Punktkugel bzw. Punkt-
grenzkugel des I3(2) bei der nichtisotropen Drehungsgruppe (2) als
Torusfldchen anspricht. Ubertrdgt man jedoch die euklidische De-
finition des Torus als Daehfliche mit einem Krnedls als Mernidian in
den Flaggenraum, so gelangt man fiir die nichtisotrope Drehung (2)

zu einem ilberraschenden Ergebnis, das hier vorgestellt werden soll:
Die Meridiankurven der nichtisotropen Drehfl&dchen liegen mit [1, III,
S.66] in den durch x = konst. gekennzeichneten vollisotropen Ebenen.

Als Mendidian m wdhlen wir den vollLisotrnopen Krneds [1, I, S.124] mit

der Parameterdarstellung (0O, v, 2pv2) (p = konst. € R/{0},v € R u{=}),.

2) Dabei treten je nach Art der Drehungsgruppen verschiedene Typen

von Torusfldchen auf.
3) Diese parabolischen Zylinder werden von H. BRAUNER ausfiihrlich

untersucht und als Punkitkugefn bzw. Punktgrenzkugeln angespro-
chen. [1, I, S.125 f.].



Er lberstreicht bei der nichtisotropen Drehung (2) die Flidche @

mit der Parameterdarstellung

t2 2
(3) ’f(t' v) = (at, v + o5 4 2pv?)

und der algebraischen Gleichung

2 9

)"

IN

(4) z = 2p(y -

o
Q

die hier als ndichtisotroper Torus bezeichnet werden soll. Es

handelt sich dabei um eine jener Fl&dchen vierter Ordnung mit drei

in die absolute Gerade f zusammengertlickten Doppelgeraden; (4) trigt
in den Tangentialebenen eine zwedlparameirige Kegelschnittsschan

und stellt daher einen besonderen Rimerfldchentyp dar, der in letz-
ter Zeit vor allem von W. WUNDERLICH [7, S$.490 f.] untersucht wurde.4)
Von W. WUNDERLICH stammt auch eine Erzeugung als Schiebgldche, die
mit der hier angegebenen als nichteuklidische Drehfl&che iiberein-
stimmt.s) Diese ROmerfldche besitzt eine zweigliedrige Automorphismen-

gruppe (vgl. [7, S.496]), die als Untergruppe in der Ahnlichkeits-

gruppe (1) enthalten ist. Wir haben damit den

Satz 1: Durch nichtisotrope Drehung ednes vollisotropen Krnedses m

des 13(2) entsteht eine algebraische Fldche vienter Ondnung mit dred
in die absolute Gerade £ zusammengerlckten Doppelgenraden, die als
nichtisotrope Torusfléche des 13(2) aufgefaBt werden kann. Diese
Fliche A5t eine spezielle Rimerfldche und wird von ediner zwediglied-
nigen Untengruppe den Ahnlichkeiltsgruppe (1) des 13(2) in sich Zrhans-

gormient,

4) Weitere Literaturangaben zu diesem Fldchentyp befinden sich in
[7, S.497].

5) Nach H. BRAUNER [1, III, S.66] sind nichtisotrope Drehflichen auch
durch Schiebung eines Meridians l&ngs einem Drehkreis erzeugbar.



2. Loxodromen auf nichtisotropen Torusfldchen. In Analogie zum

euklidischen Fall werden wir jene Flichenkurven v = v(t) € C1(R)

des Torus (4) als Loxodiromen bezeichnen, die alle Drehkredise
(v = konst. in (4)) unter honstantem 13(2)—winke£ a € R/{0} schnei-

den. Mit [1, I, S.123] muB dann

(5) = = ao

gelten, woraus wir

(6) v(t) = aa(t + K)

mit einer reellen Konstanten K gewinnen. Die zugehdrigen Loxodromen

besitzen die Parameterdarstellung

2
(7) (at, os + aa(t + K), 2pa’a’(t + K)2),

Es handelt sich um nichtisotrope Kredise in den zum Drehkreis
v = aZa gehdrenden Torustangentialebenen. Wir haben damit den
Satz 2: Die Loxodromen der nichtisotropen Torusfldche (4) des 13(2)

sind dunchwegs nichitisotrope Kredise in Tangentialebenen diesern FléAche.

Die Loxodromenkreisschar (7) besitzt Tangenten, die eine Geraden-

kongruenz G mit der Parameterdarstellung

2
(8) #(t, u, v) = (at, a% + v, 2pV2) + u(l, t + a, 4pav)
erflillen (u € R v {«~}). Lings dem Meridiankreis m (t = O) gehdren
diese Tangenten dem Regulus
(9) (0, u, v) = (0, v, 2pv’) + u(i, a, 4dpav)

auf dem hyperbolischen Paraboloid



(10) z = 2p(y2 - a%x?)
an. Bel der den Torus erzeugenden nichtisotropen Drehung (2) be-
sitzt dieses Paraboloid die Brennfldchen der Kongruenz G als Hill-

flidchen. Die Charaktendstik von (9) wird durch

(1) dee( $¢, §¥, A(pw, v)) =0

erfaBt, wobei /4(/?(u, v)) = (a, u, 0) den Bahntangentenvektor der

Punkte des Paraboloides bei der Drehung (2) zum Zeitpunkt t = O an-

gibt. Auswertung von- (11) filihrt auf
(12) u(v + au - aza) = 0 ;

die Charakteristik zerfdllt in den Torusmerndidian m (u = O in (12))

und den Lso0tropen Krneds

2

(13) (u, ala, 2pa’(aZa? - u?)),

der bei der Drehung (2) die singuldre Fldche zwelfter Orndnung

2 2

(14) %% - 20y + + a%a? =0

pA
2pa2
(2)

Uiberstreicht. Dabei handelt es sich im Sinne des I3 um eine

Punktkugel (vgl. [1, I, S.125]). Wir fassen zusammen in

Satz 3: Die Tangenten allern zu einem festen Kurswinkel gehirenden

()
3

Loxodromen den ndchtisotropen Torusfldche (4) des 1 erfillen

eine Gernadenkongruenz, denen Brennflichen aus dem Torus und den

Punkthugel (14) bestehen.®

6) Flir den euklidischen Raum wurden dazu analoge Beziehungen von

W. WUNDERLICH [8] aufgedeckt.



[Abbildung 1]

(2)

In Abbildung 1 ist ein nichtisotroper Torus des I3 mit einem

seiner Loxodromenkreise dargestellt.
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