TORUSFLACHEN DES GALILEISCHEN RAUMES G3
von

OTTO ROSCHEL

(Leoben)

1. Einleitung. Werden im :reellen dreidimensianalen projektiven

Raum P3(R)1) - in dem wir Punkte wie {iblich durch reelle pro-
jektive Koordinaten XpiXqiXy3iXg # 0:0:0:0 beschreiben - eine
reelle Ebene w(xo = 0) und eine reelle Gerade f(xO =x, = 0) als
absolute Ebene beziehungsweise absolute Genade angesprochen, so

bilden alle ® und f einzeln festlassenden Projektivitidten des

P;(R), die mit der auf f operierenden elliptischen Involution
(1) J : (O:O:x2:x3)———-(0:o:x3:—x2)
kommutieren, eine achtgliedrige Gruppe

L—
X XO

1 axo + CX.X1

(2)
bxO + cx1 + p.cos @.xz + p.sin m.x3

I - i
X3 dxo + ex, P.sin ¢.x, + p.cos ®.Xq

(a,b,c,d,e,90,0 € R, ap # 0), die gemdB [9] Ahnlichkeitsgruppe

edines galileischen Raumes G; genannt wird. Die Geometrie dieser

1) Fallweise werden wir auch die komplexe Erweiterung P3(C) beniitzen.



Ahnlichkeitsgruppe war Gegenstand der Untersuchungen von P.T.
BYXAPAEB [1] und A.M. CHPOTA [2]. Die in (2) durch a = o =1
ausgezeichnete sechsgliedrige Untergruppe, die in den {iblichen

affinen Koordinaten 1:x:y:2z = X 31X X, 1%, (xO # 0) durch

X' = a + x

b+ cx + y.cos ¢ + z.sin o
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d + ex - y.sin ¢ + z.cos ¢

beschrieben wird, wurde in [9] vom Autor als Bewegungsgiuppe
B6 des galileischen Raumes G3 bezeichnet und liegt den Unter-

suchungen in [9] zugrunde.

2. Kreise und Drehungen des galileischen Raumes G3; In [9]

wurden Kredse des G3 ausfiihrlich untersucht: Es existieren

zwel verschiedene Typen von Kreisen. Die einen liegen in Ebenen,
die die absolute Gerade f enthalten, die anderen nicht. Im erst-
en Fall schneiden die Kreise die absolute Gerade f in den kon-
jugiert komplexen Doppelpunkten (0:0:1:+i) der elliptischen In-
volution J(1), im zweiten Fall handelt es sich um Parabeln, deren
Fernpunkt im Schnittpunkt der Trdgerebene mit der absoluten Ge-
raden f liegt. Kreise des ersten Typs wurden in [9] als eukf.id-
ische Krneise, solche des zweiten Typs als {iotrope Kreise be-
zeichnet. Analog existieren im G; nach [9,S5.15f.] zwei verschied-
ene Klassen von Drehungen.

(A) Euklidische Drehungen: Sie werden in der Normalform durch

x(t) = X
(4) y(t) = y .cos t + z_.sin t t € [0,21]
z(t) = ~Y,-sin t + z_.cos t



beschrieben und besitzen die x-Achse als Fixpunktgerade, die

wir im folgenden als Drehachse a bezeichnen; die Bahnkurven sind
euklidische Kreise in Ebenen des Biischels um die absolute Gerade
f. Diese Drehungen k&énnen auch als Drehungen in einem geeignet
gewdhlten euklidischen Raum aufgefaBt werden.

(B) Isotrope Drehungen: Sie werden in der Normalform durch

x(t) = x_ + bt

O
2
N t
(5) y(t) = yo + Xot + ba— (b € R/{O}, t € R o {«})
z(t) = Z

beschrieben. Die Bahnkurven sind {s0ftrope Kredlse mit dem iso-
tropen Radius bz); die absolute Gerade f bleibt punktweise fest.
Als Merdidianschnitte von Drehfldchen des Typs B sind damit die
Schnitte mit Ebenen des Blischels um f anzusehen. Diese isotropen
Drehungen lassen sich als Drehungen in einem geeignet gewdhlten
Flaggenraum I3(2) auffassen und wurden in diesem Zusammenhang
bereits von H. SACHS [10] angegeben. Die entstehenden Drehfl&chen

lassen sich nach [10] auch durch Schiebung der Meridiankurven

ldngs der kongruenten isotropen Drehkreise erzeugen.

3. Normalformen der Torusfl&dchen des G3; Analog einer mdglichen

euklidischen Definition wollen wir jene Drehfldchen des G; als
Torus glidchen ansprechen, deren Merdidiankurven Kreise sind. Wir

werden dabei die beiden Drehungstypen getrennt untersuchen und

2) Dieser Radius ist im Sinne der ebenen isotropen Geometrie

(vgl. K. STRUBECKER [11]) zu verstehen. Die Bewegungsgruppe B

(3) induziert ndmlich in jeder f nicht enthaltenden Ebene eine
ebene isotrope Geometrie mit der Ferngeraden und dem Schnitt-

punkt der Ebene mit f als Absolutgebilde.



gelangen so zu zweil verschiedenen Klassen von Torusfldchen:
(A) Die Mendldiankurve m L8% ein Lsotnropern Kreis, der oBdA durch
(v, 2pv2 - A,0) (v e Ru{«}, p € R/{O0}, A € R) beschrieben wird.

Bei der Drehung (4) liberstreicht m die Torusfldche vom Typ A QA
2 2 ,
(6) (v, (2pv™ - A).cos t, -(2pv™ - A).sin t),

deren Gleichung

2 2 2

(7) y2 + 22 = (2px? - a)

lautet. Die Dreh- und Meridiankreise bilden nach [9] die isotropen

Fldchenkurven und die Kriimmungslinien der Flé&che 0, - @A ist eine

algebraische FLdche vienter Orndnung, deren Doppelkurve aus der

doppelt zu zdhlenden absoluten Geraden f besteht. Die absoluten

Punkte (0:0:1:%i) sind uniplanare Knoten von ®,; die entsprechen-
2

den Tangentialebenen werden durch y2 + 2z = O beschrieben. Je nach

dem Schnitt der Meridiankurve m mit der Drehachse a stellen sich

drei Typen von Torusfl&dchen @A ein:

(A1) % > 0:®, werde als Spindeltorus bezeichnet; es existieren

zwed reelle konische Knoten auf der Drehachse.

(A2) A = O:<I>A werde als Doantorus bezeichnet; die beiden koni-

schen Knoten sind zusammengefallen.
(A3) % < 0:0, werde als Ringtorus bezeichnet; es existieren

zwel konjugiert komplexe konische Knoten.
Keine Fl&dche dieser drei Typen besitzt Plattkegelschnitte; die

einzigen auf @A gelegenen Geraden sind neben f die Schnittgeraden
von @A mit den beiden konjugiert komplexen Ebenen x° + y2 =0

Diese Geraden verbinden die absoluten Punkte (0:0:71:+i) mit den



konischen Knoten ( 2p:i,v@30:o) auf der Drehachse a. Wir fassen

zusammen in

Satz 1: Wirnd edin Lsotrnopen Knedls m des gaﬁiﬂeiéahen Raumes GB
ednen euklidischen Drehung des GB unterwonrpen, dernen Drehachse a
in denselben Ebene wie m Liegt, 50 entsteht eine algebraische
Fliche vienten Ordnung @45 die als Torusgldche vom Typ A im G3
anzusphrechen L51%, o, trndgt im algebraischen Sinn zwed konische
Knoten auf den Drehachse und zwed konjugiernt homplexe uniplanare
Knoten in den absocluten Punkten (0:0:1:+4). Neben den absoluten
Geraden £ s4ind die ednzigen auf @, gelegenen Geraden die paan-
wedse honfuglent khomplexen Vernbindungsgeraden der konischen

Knoten mit den absoluten Punkten (0:0:1:+4)

(B) Die Mendidiankurve m ist ein eukfidischen Krneis, der oBdA
durch (O,R.cos u, R.sin u) (u € [0,20], R € R/{0}) beschrieben
werden kann. m beschreibt bei der isotropen Drehung (5) die Fli-

che @B

2
(8) (bt, R.cos u + b% ;, R.sin u),
die durch die algebraische Gleichung

2
(9) (y—%a)2=R2—z2

erfaBt wird. Es handelt sich dabei wegen R # O um eine Fldche
vientern Ordnung, deren Doppelkurve aus der doppelt zu zihlenden
absoluten Geraden f besteht. Die absoluten Punkte (0:0:1:+i)

sind konische Knoten der Fldche, widhrend der Fernpunkt F(0:0:1:0)
der isotropen Drehkreise als Zwdichkpunkt aufzufassen ist. N ist
nach obigem auch durch Schiebung von m l&ngs der isotropen Dreh-

kreise erzeugbar und besitzt daher zwed Lsotrope PLatthredise Py



Abbildung 1



und P, in den Ebenen z = xR, die in Abbildung 1 eingetragen sind.
Die Abbildung 1 zeigt @B in einem galileischen NormalriB in die
Ebene x = O . Wieder sind die isotropen Drehkreise und die Meri-

diankreise Kriimmungslinien bzw. isotrope Fl&dchenkurven von @B

(vgl. [9]).

[Abbildung 1|

Wir notieren den

Satz 2: Wird edin euklidischen Kreis m des galileischen Raumes 63
ednen Lsotrhopen Drehung des 6, unterworfen, 40 entstent edine
algebraische Fldche vientern Orndnung Oz, die als Torusfliche vom
Typ B des 63 anzusprechen Ls4%. g (9) besitzt honische Knoten
in den absoluten Punkten (0:0:1:+4) und edinen Zwichpunkt in
(0:0:7:0) sowdle zwed Lsothope Platthredise und LiBt sich auch als

Schdebfliche enzeugen.

4. VILLARCEAU-Kreise auf dem Ringtorus des G,;. Analog zu den auf dem

euklidischen Ringtorus existierenden VILLARCEAU-Kreisen (vgl.[14,
S.154]) gibt es auch auf den Ringtorusflichen ®, (pA<O) im G,

eine solche reelle Kreisschar: Die Ebenen

(10) y = #Bx mit B = \/-8Ap

sind wegen Ap <O reelle Doppeltangentialebenen des Ringtorus (7).

Sie schneiden den Torus nach

2
(11) y = ¥Bx , z = +( %— - A);



der Schnitt zerf&llt damit in je ein Paar isotroper Kreise, die
wir als VILLARCEAU-Kredise des galiledischen Ringtorus ®, bezeich-
nen.3) Durch Drehung um die Achse a entsteht daraus eine stetige

Schar solcher Kreise, Wir fassen zusammen im

Satz 3: Ringtorusflichen des galiledischen Raumes G; wernden von
Lhren Doppeltangentialebenen nach isotropen Kredispaaren geschndt-

ten; diese Ebenen umhillen einen Drehkegel mit den Torusachse als

Achse.,

Einer der in (11) angegebenen VILLARCEAU-Kreise k kann in (6)

durch cos t = #—EXE—— bzw. sin t = Zﬁyiié erfaBt werden; wir
2pve-A 2pv=-A

erhalten damit als Parameterdarstellung dieses isotropen Kreises
(12) (v, Bv, —2pv2 - A) (v € Ru{=}).

Die VILLARCEAU-Kreise des euklidischen Ringtorus schneiden die
Meridiankreise unter festem Winkel (vgl.[14, S.155]). Wir zeigen,
daB dies auch auf dem galileischen Ringtorus gilt - die galile-
ischen VILLARCEAU-Kreise sind somit galileische Loxodromenkreise

der isotropen Meridiankreise: In den Punkten des VILLARCEAU-

3)Fir den Spindeltorus fallen diese Doppeltangentialebenen und auch
die VILLARCEAU-Kreise komplex aus; filir den Dorntorus werden die
Ebenen zu den Meridianebenen, die Kreise zu den Meridiankreisen.
Es sei auch bemerkt, daB Torusfldchen vom Typ B (9) keine der-

artige reelle stetige Kreisschar tragen.



Kreises (12) besitzen die Meridiankreise die Tangentenvektoren

2
(1, 4pv ——E%——— - 4dpv dpy A ); die Tangenten an den isotropen
2pv-=A" dpv~-A

Kreis k (12) haben die Richtungsvektoren (1, B, —-4pv). Der Winkel
zwischen diesen Vektoren kann im galileischen Raum G5 nach [9] als
Abstand der zugehdrigen Fernpunkte gemessen werden. Dieser Abstand
ist ein euklidischen Abstand, da von der Bewegungsgruppe B in
der Fernebene genau jene ebene euklfidische Metrik induziert wird,
flir die f die Ferngerade und J (1) die Rechtwinkelinvolution ist.

Mit [9, S.9] erhalten wir fiir unseren Winkel
(13) A =B = konst (V v € Ru {=}).

Wir haben damit den

Satz 4: Die Lsotrhopen VILLARCEAU-Kredise der Ringtorusflichen des
galiledlschen Raumes G, schnedlden die Lsotrnopen Merndidiankredlse unten
konstantem gatlileischen Winkel und sind damit als Loxodromenkredise

des galiledischen Ringtorus anzusprechen.

Ldngs k (12) besitzt der Ringtorus Fldchennoamalen (vgl.[9, S.97])
mit dem Richtungsvektor

(14) # = (0, Bv, —(2pv2 + A)) ;

die Fldchennormalen erfiillen die Regelfl&che V¥

(15) (v, Bv(1 + A), -(2pv> + A) (1 + A)) (A € R u{=})
mit der algebraischen Gleichung

(16) Bxz + y(2px2 + A) =0

¥ ist eine Regelfldche dritten Grades mit der absoluten Geraden f






4)

als Doppelgerade und der Torusachse a (x-Achse) als einfache

Leitgerade; das konjugiert komplexe Ebenenpaar

(17) y2 +z2 =0

bildet die beiden ¥ beriihrenden Torsalebenen. ¥ ist daher nach
[4, $.176] eine Regelfldche dritten Grades I11. Typs. Im G; liegt
ein gerades Konoid vor, das nach [9, §.72] dem Typ C zuzuordnen ist.

4)

Wir haben damit den

Satz 5: Ddie von den Flidchennoamalen in den Punkien eines
VILLARCEAU'schen Kredises des galiledischen Ringtorus gebildete
Regelfliche W ist von drnittem Grad und 11. Typ; Am galiledlschen
Raum GS Liegt ein gerades Konoid vor, das dem Typ C zuzuordnen Ls%.
Y besitzt die absolute Gernade £ als Doppelgerade und die Drehachse

des Tohus als edinfache Leitgerade.

[Abbildung 2]

In Abbildung 2 ist ein Ringtorus mit einem VILLARCEAU'schen Kreis
in einer galileischen normalen Axonometrie mit der Bildebene x = O

dargestellt.

5. Loxodromen auf den Torusfl&dchen vom Typ A. Jene Flichenkurven

v = v(t) (v € C1[O,2H]) der Torusfldchen (6), die sdmtliche Men.i-

diankredise (v = konst.) unter konstantem galileischen Winkel a

Lidngs einem VILLARCEAU'schen Kreis eines euklidischen Torus stellt

sich bekanntlich eine Regelfldche 4.Grades VII. Sturmscher Art als
Normalenfldche ein (vgl. [4, S. 283 f.]).
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schneiden, bezeichnen wir als Loxodnomen.S) Sie sind mit [9, S. 9]
durch

dv 2 v2~A
(18) = <RV & a €R - {0}

dat a

gekennzeichnet. Je nach Typ der Torusfldche ergeben sich die fol-

genden L&sungskurven der Differentialgleichung (18):

v(t) = - vg;.tanh ( t ; S \/2Ap ) flir den Spindeltorus,
_ a ..
(19) v(t) = 25 (E+K) flir den Doantorus und
v(t) = %% . tan ( E—%—K V~2Ap ) flir den Ringftorus.

K stellt dabei eine reelle Integrationskonstante dar. Fir

a = VCEEET erhalten wir auf dem Ringtorus die in Abschnitt 4
untersuchten Loxodromenkreise.G)
Die Tangenten aller zu einem festen Winkel a € R-{0} gehdrenden

Torusloxodromen erfiillen die Geradenkongruenz S mit der Parameter-

darstellung

(20) ,?(t,u,v) = (v + u, [2pv2

—[2pv2 - Alsin t - u[4pv.sin t + a.cos t])

Diese Kongruenz kann in eine einparametrige Schar kongruenter
Regelscharen zweiten Grades zerlegt werden, die von den lings

den Meridianen auftretenden Loxodromentangenten erfiillt werden.
Thre Tr&gerfldchen sind hyperbolische Parabolodide; so stellt sich

fir t = O das hyperbolische Paraboloid mit der Gleichung

5) Fir den euklidischen Raum gibt W. WUNDERLICH in [13, S.313 f.]
die analogen Resultate an.

6) Fir K = -II stellt sich der Loxodromenkreis (12) ein.

- Al-cos t + uldpv.cos t - a.sin t],



(21) F:= 2p(a’x? - z°) - a’(y + &) = O

ein. Das Brenngldchenpaar der Kongruenz S ist somit das Hiill-
flachenpaar jener durch Drehung um die Torusachse aus (21) her-
vorgehenden Schar von Paraboloiden. Dabei ist die Charakteristik

von (21) durch
(22) aF SCoF - 42, dpz =y : z

gekennzeichnet. Sie besteht damit aus dem Torusmerdidian m

(z = 0 in (21) bzw. t = u = 0 in (20)) und der in der Ebene
2

y = & gelegenen fypesrbef mit der Parameterdarstellung

4p
€ a2
(23) (x, y, 2) = ( Z-cosh s, ey C.sinh s)
2 ‘a2 a2
(s € [0,211], Cc° = 75 (A + ZE)). Durch euklidische Drehung der

beiden Teile dieser Charakteristik entsteht einerseits der Aus-

gangstohrus und andererseits das Hyperbolodid mit der Parameter-

darstellung
C a2
(24) ( =.cosh s, =—.cos t + C.sinh!s.sin t,
a dp
a2
- zg.sin t + C.sinh s.cos t)

und der algebraischen Gleichung

2 2
2.2 2 _ 2 _ a a
(25) a"x Y 2" =® 55 (A + 5] ).

Genau fiur die Loxodromenkredise (a =+/-8Ap ) wird dieses Hyper-

boloid zu einem Drehkegel. Wir haben damit den

Satz 6: Aug den galiledschen TorusflLichen @, vom Typ A enfillen

die Tangenten der zu ednem festen Kurswinkel a € R/{0} gehirenden



Torusloxodromen die in (20) beschrdliebene Strahlkongruenz S, denen
Brennflichen vom Torus N selbst und im allgemedinen von ednem zum

Torus hoaxialen Drehhyperboloid gebildet wernden.

6. Loxodromen auf den Torusfldchen vom Typ B. Da die Meridian-

kreise auf der Torusfldche ®_ (9) in euklidischen Ebenen liegen,

B

werden wir zur Definition der Loxodromen die in der Parameterdar-

konst. erfaBten Drehkreise heranziehen und
i

stellung (8) durch u

0,21]) als Loxodromen be-

jene Fldchenkurven t t(u) (t € C

zeichnen, die sémtliche Dicehkredse unter konstantem galiledischen

Winkel a # 0 schneiden. Sie sind durch

at
du

(26)

o=
o))

gekennzeichnet und werden daher durch

(u + K) (K = konst € R)

c1w
o

(27) t(u) =

erfaBt. Als Parameterdarstellung der Loxodromen erhalten wir somit

2

2ba’

2

(28) ( g(u + K), (u + K)° + R.cos u, R.sin u).

Werden diese Loxodromen aus dem Zwickpunkt F (0:0:1:0) der Fl&che

in die [x,z]-Ebene projiziert, so entstehen Sinuéﬁinien.7) Wir

haben damit den

Satz 7: Die Loxodromen den Torusfldchen vom Typ B erschedinen bed
Normalprojektion aus dem absoluten Punkt der Drehkredlse auf eine

dazu galiledisch ornthogonale Ebene als Sinuslinden.

7) Das euklidische Analogon hat W. WUNDERLICH in [14, S.321]

bewiesen.



Die Tangenten aller zu einem festen Kurswinkel a € R/{0} geh&r-
enden Torusloxodromen erfiillen hier die Geradenkongruenz T mit

der Parameterdarstellung

2
(29) @(t, u, v) = (bt, R.cos u + 9%—, R.sin u) +
+ v.(1, -a.sin u + t, a.cos u). (Vv € Ru {=})

Ldngs dem Meridiankreis m (t = O) bilden die Loxodromentangenten

den Regulus
(30) f(u,v) = (0, R.cos u, R.sin u) + v.(1, -a.sin u, a.cos u)

auf dem galileischen Drehhyperbolodld H mit der Gleichung

(31) a2x2 + R2 = y2 + 22.

Bei der den Torus erzeugenden isotropen Drehung (5) besitzt dieses
Drehhyperboloid H die Brennfldchen der Geradenkongruenz T als

Hiillfldchen. Die Punkte der Charakteristik c¢c von H sind dabei in

(30) durch

(32) det ( gg d2 4y =0 mit A = (b, v, 0O)

gekennzeichnet.B) Nach kurzer Rechnung erkennen wir, daB c aus dem
Torusmeridiankreis m (v = O in (30)) und einer Hypenbelf h in der
Ebene y = a2b besteht, wobei letztere bei der isotropen Drehung (5)

das hyperbolische Paraboloid

2

(33) a?(2by - x%) + z°

= a4b2 + R2

Uiberstreicht.

8) A stellt den Tangentenvektor der Punkte gUJ, v) (30) bei der

isotropen Drehung (5) zum Zeitpunkt t = O dar.
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Wir haben damit den

Satz 8: Aug den galiledschen Torusflichen g vom Typ B ernfdillen
die Tangenten der zu edinem festen Kurswinkel a € R/{0} gehbrenden
Torusloxodromen die in (29) beschriebene Strahlkongruenz T. Die
Brennflichen diesen Kongruenz sind der Ausgangstorus und ein hyper-
bolisches Paraboloid, das die den Torus erzeugende isotrnope Dreh-

ung gestattef.
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