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EINE VERALLGEMEINERUNG DER BERTRANDKURVEN

JoHANN LANG unDp OTTro ROSCHEL (GRAZ)

Abstract. A curve cin 3 defines a unique FRENET motion §; of order ¢ ( € N); its
moving frame is the FRENET frame of i-th order (ST. BILINSKI [3]). Two curves with
the same FRENET motion of order 1 form a pair of BERTRAND curves. IF the FRENET
motion of order k of c is also a FRENET motion of order k of another curve &, we call ¢

a ”B-curve of order k”. In this paper we give a representation of B-curves of order 2.

1. Einleitung. In [3] hat ST. BILINSKI folgende Verallgemeinerung der BER-
TRANDkurven des euklidischen Raumes E3; vorgenommen: Bei einem auf die Bo-
genlange s € [0,1] C RN parametrisierten wendepunktfreien C*-Kurvenstiick (k €
N, k < 3) x(s) bezeichnen wir den Tangenten-, Haupt- und Binormaleneinheitsvektor
mit t; = $;(s),n; = n;(s) und b; = by(s), Krimmung und Torsion mit #;, 7, durch
Striche kennzeichnen wir die Ableitung nach der Bogenlinge s.

ST. BILINSKI definiert die Invarianten (z + 1)-ter Art fir : =1,...,k—3

PR A </ Sl U .
Kit1 Ky + 7i Tit1 I‘-'/,‘g + 7.1_2 ( )
und das Begleitdreibein (z + 1)-ter Art durch
tiyn = mg
N1 = by xtiy (2)
L = B, 1 T g,
b1.+1 — fit1 bz + n_i_:;'tzo

rekursiv. Als Ableitungsgleichungen erhalten wir



ti = KiI;
—kit;  +mb; (3)
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Die vom Kurvenpunkt x(s) ausgehenden Geraden t;, n;, b; mit den Richtungsvektoren

t;, n;, b; heifen ”Tangente”, ”Hauptnormale” und ”Binormale i-ter Art”.

Den durch die Lagen von t;, n;, b; mit x(s) eindeutig verbundenen Zwanglauf (; des
begleitenden Dreibeins i—ter Art gegeniiber dem Rastraum definieren wir als ”Begleit-

zwanglauf i—ter Art” ("FRENET2wanglauf i—ter Art”).

Kurvenpaare mit derselben Hauptnormalenflache ¢-ter Art werden in [3] "BERTRAND-
kurven i-ter Art” genannt. In [3] wird fir BERTRANDkurvenpaare 2. Art folgendes
Resultat hergeleitet:

Zwei C*-Kurven besitzen genau dann dieselbe Hauptnormalenfliche zweiter Art, wenn
eine (relativ komplizierte) Differentialgleichung (siche [3, 298]) fiir die Krimmung und
die Torsion der Ausgangskurve erfillt ist.

BERTRANDkurven erster Art sind die gewdhnlichen BERTRANDkurven und lassen sich
bekanntlich auch auf eine andere Weise kennzeichnen: Genau fiir sie ist der vom Be-
gleitdreibein erster Art (gewohnliches Begleitdreibein) der Ausgangskurve definierte
”Begleitzwanglauf erster Art” ("FRENETzwanglauf”) gleichzeitig Begleitzwanglauf er-
ster Art eines weiteren Kurvenstiickes. Diese kinematische Charakterisierung von BER-
TRANDkurvenpaaren (erster Art) kann fir die Auszeichnung spezieller Raumkurven-
paare herangezogen werden, deren Begleitzwangliufe zweiter und hoherer Art iiberein-
stimmen. Die entsprechenden Raumkurven nennen wir ”B-Kurven i—ter Art.”

In der vorliegenden Arbeit werden wir B-Kurven zweiter Art studieren und sie kurz ”B-
Kurven” nennen. Die in [3] angegebenen BERTRANDkurvenpaare zweiter Art sind im
allgemeinen keine B-Kurven, weil der Abstand entsprechender Punkte im allgemeinen

vom Parameter s abhingt.

2. Das Begleitdreibein zweiter Art. Fiiri= 1, 2 ergibt sich aus (3)

t; = K113, Il;_ = —K,1t1 + T1b1, b; = —T111 (4)
und
K T K T
t; =n;, ng=——t; + —1b1, by = —b; + —t, (5)
K3 Ko K2 K2
mit

7 '
1Ty — kBT
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Ky =\[K{+ 7§, Tg=—5—5—. (6)
K{+ T4



Der Vektor b, ist der normierte DARBOUXvektor von x(s). Die von b, tiberstrichene
Regelfliche ist die rektifizierende Torse T' von x(s), auf der x(s) bekanntlich (siche E.
KRUPPA [5, 67]) eine geodatische Linie ist. Die vom DARBOUXvektor iberstrichene

Torse ist die einzige Torse durch x(s) mit dieser Eigenschaft.
Die Gratlinie der rektifizierenden Torse besitzt das begleitende Dreibein

K K.z 2 . . . -— . - - K,z
{x(s)+ ;i_rl_i:f b3, ba, —n3, 2} sowie die Krimmung £ = 2% und die Torsion 7 = 2.
Wir lesen unmittelbar ab:

R:T=1Tp:Ky= K7 — K1T1 :(fcf+1'12)%. (M

Durch 7, : K, = const. sind ”"Béschungslinien zweiter Art” definiert. Aus (7) erken-

nen wir, daf genau fiir diese Kurvenklasse die rektifizierende Torse Boschungstorse ist

(vergleiche [3,293]).

3. Der Begleitzwanglauf zweiter Art. Der Begleitzwanglauf zweiter Art! £*/%

des Kurvenstiicks x(s) wird durch

¢y =x(s) +z* ta(s) + y* nz(s) + 2* ba(s) se0,]]Cc R (8)
beschrieben. Die Momentanachse m besitzt den Richtungsvektor
m(s) = m2(s) ta(s) + £2(s) ba(s), (9)

steht daher auf die Kurvenhauptnormale zweiter Art ny, normal, trifft sie aber i.a. nicht.
Das Gangazoid II* ist damit eine konoidale Regelfliche mit Richtebene orthogonal zu

ng. Im begleitenden Dreibein zweiter Art wird m durch

* * K1 * T1T2
Kok* — Toz* = —  und ok 10
? ’ K2 Y ”’2(“"3 I 122)’ ( )

erfafit. Der Momentanschraubparameter berechnet sich als

p= 52— (11)

g+

Das Gemeinlot von m und der Binormalen zweiter Art by trifft b, im Gratpunkt der

rektifizierenden Ebene der Ausgangskurve. Dieses Gemeinlot ist mithin Hauptnormale

der zugehdrigen Gratlinie.

Abbildung 1

!Mit ©* bezeichnen wir den Gangraum, mit 3 den Rastraum.
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4. Kennzeichnung von B-Kurven. Das Kurvenstiick x(s) soll nun eine B-Kurve
sein. Dann muf} der Begleitzwanglauf zweiter Art { von x(s) auch fiir ein weiteres Kur-
venstiick %(s) Begleitzwanglauf zweiter Art sein. Dabei braucht allerdings s nicht auch
Bogenlinge auf dem zweiten Kurvenstiick zu sein. Das zu %X(s) gehorende begleitende
Dreibein zweiter Art {%(s);¥2(s), fz(s), b2(s)} muB im begleitenden Dreibein zweiter

Art der Ausgangskurve stationar sein.

Nach Abschnitt 3 ist das Gangaxoid II* konoidal mit Richtebene orthogonal zu n,, im

Fall einer B-Kurve auch zu fi,. Wir unterscheiden daher im folgenden zwei Falle:

Fall A: n, und @i, sind linear unabhingig. Das Gangaxoid IT* ist dann eine Zylin-
derflache - ¢ daher eine Zylinderschrotung. Fiir sie ist m’ parallel zu m, woraus mit (9)
unter Verwendung der Ableitungsgleichungen s, : 7 = const. folgt. Nach Abschnitt
2 ist die Ausgangskurve dann Bdschungslinie zweiter Art, also geoddtische Linie auf
einer Boschungstorse. Bei Zylinderschrotungen laufen alle Punkte des Gangraumes

Y*, die auf einer zur Momentanachse parallelen Geraden liegen, auf schiebungsgleichen

Bahnen. Damit gilt der

SATZ 1: Boéschungslinien zweiter Art des euklidischen Dreiraumes E3 sind stets
B-Kurven.

Abbildung 2

Fall B: mn, und i, sind linear abhangig. Es gilt daher n, = +fi;. Nach Satz 1 dirfen
wir Béschungslinien zweiter Art von unseren Uberlegungen ausschlieBen. Es ist da-
her k,:7, nicht konstant. Abbildung 2 veranschaulicht die Situation, falls n, = fia
gilt. Jener Punkt U* in £*, der bei ¢ die Kurve X(s) iiberstreicht, soll die Koordina-
ten (a*/B*/4*) besitzen. Wir unterscheiden zwei weitere Falle: Fall By: 8* = 0 und
Fall By: B* # 0.

Fall B;: f*=0. U* und U* liegen in der Ebene y* = 0. Die Vektoren i3, 1ia, bz

besitzen dann in ¥* die Darstellung

fig = &n,, T3 = £(tysin2¢ — bz cos 2¢), ba = t; cos 2¢ + by sin 2¢



mit konstantem ¢ € [0, 7). Die Gerade

a* cos 2¢
by ... x*=|0|+X] 0 |, JdeR (12)
~¥* sin 2¢

muf} bei { die rektifizierende Torse von X(s) tiberstreichen. Dies ist genau dann der
Fall, wenn b, bei { eine Torse mit Tangentialebene normal zu #, durchliuft, auf der die
Bahn von U* eine geoditische Linie ist (vergleiche E. KRUPPA [5,67]). Die Bahnkurven

der Punkte von b, werden bei ¢ durch
y(s,A) = x(s) + (o + Acos 2¢) ta2 + (v* + Asin 2¢) b, (13)

beschrieben. Wir erhalten als Torsenbedingung

0= YO Ne s T (14)
Os K2
Die Beziehung
- Oy(s, ) %y (s, )
det (t2, s [a=0, (83)? [rn=0) = 0. (15)

garantiert, daB U* eine geodétische Linie auf dieser Torse durchliuft. Aus (14) ist
ersichtlich, dafl (abgesehen von den in Satz 1 mitbehandelten ebenen Kurven) cos 2¢ =
0, also ¢ = % oder ¢ = 2 sein muf. (15) wird damit zu

(o Kz — 1*12) ka2 — (0 Ky — ¥*T2)RaTy = T1 (0 kG — 7*73). (16)

(16) 1aBt sich zu

P !
(oK — ") kam2 = (Tl(a HZ 7 72)) (17)
2

. Koo —y ¥ . -
umformen, woraus fir u(s) := ﬂi"—'ﬁ:—zﬂl die Lésung

=L
u(s) = (18)

mit einer reellen Integrationskonstanten M gewonnen werden kann. Werden 5 und 7
gemafl (6) durch k;,7; ausgedriickt, so entsteht als charakteristische Differentialglei-

chung einer B-Kurve im Fall Bl

[1— &*(k1 + Mr)] (82 + 12)2 + (51 + Mry) (k7! — K1) = 0. (19)



Fir beliebige Wahl von o*,y* und M existieren damit Losungen unseres Problems.
Die Ebene 8* = 0 iberstreicht bei { die rektifizierende Torse der Gratlinie der rektifi-

zierenden Torse von x(s).
Als spezielle Losungen stellen sich fiir 4* = 0 die gewdhnlichen BERTRANDkurven ein,
deren charakteristische Differentialgleichung durch

1=a*(k1 + Mr) (20)

festgelegt ist.

Fall By: 8* # 0. ( fiihrt die beiden Geraden b4 und 8% auf Torsen &, ®, deren Tangen-
tialebenen €, £ im Gangraum mit festen Ebenen *, £ iibereinstimmen. Die Bahnkurven

der Punkte U*, U* miissen geodatische Linien auf & bzw. ® sein.

Abbildung 3

Sei vorerst € nicht parallel zu €. Die Schnittgerade e N &€ =: g ist parallel zu n,, also
ist g das Gemeinlot von by, b;. Es erweist sich fiir die anschlieBende Rechnung als
zweckmaflig, im Gangsystem das folgende Koordinatensystem Y¥* zu verwenden: Der
Ursprung O* sei der Mittelpunkt der von den Gemeinlotfufipunkten auf b3, b5 gebildeten
Strecke. Die z*-Achse sei g*, die y*-Achse liege in einer Symmetrieebene von &*, &*.

Die Geraden b3, b besitzen dann in 3* die Darstellung

+6 0
b5, 85: x*=| 0 | +X| cos¢ |. (21)
0 +sin ¢

Die Punkte U,U gehéren in ¥* zu Punkten U*, U* mit den zwei reellen Parametern

A = u, 4. Der Zwanglauf { besitzt eine Darstellung der Bauart
x(s) = A(s)x" + d*(s), (22)

wobei A(s) eine von s abhangige orthogonale Matrix ist. Da { Begleitzwanglauf zweiter
Art sowohl fir U* als auch fiir U* sein soll, miissen nach Abschnitt 2 die folgenden

Bedingungen erfiillt sein:

1. b%,b% iiberstreichen Torsen, deren Tangentialebenen gangfest sind und mit &*,&*

tibereinstimmen.



2. Auf &, ® sind die Bahnen von U*, U* geoditische Linien.

Im Gangsystem X* besitzt der Zwanglauf (22) die Darstellung x* = A%(¢)(x — d(2)),

woraus fur die infinitesimale Transformation
X = AY)A(t)x* — AY(t)d(t) = m*(t) x x* + u*(t) (23)

mit u*(t) := (a(t),b(t),c(t)) = —A¥(t)d(t) folgt. m*(¢) legt die Richtung der Mo-
mentanachse fest. Diese Momentanachse steht nach Voraussetzung auf den Vektor n,
normal, mufl daher in ¥* dem Komplex der zu g* orthogonalen Geraden angehdren.
Ist das Gangaxoid zylindrisch, so liegt Fall A vor. Wir diirfen daher als neuen Be-
wegungsparameter ¢ den Winkel zwischen der z*-Achse und der Momentanachse m*

wahlen und erhalten A

m*:= | cost |. (24)

sint
Die Punkte von b5 (bzw.b;) liefern im Gangsystem die Tangentenvektoren

a(t) + Asin(¢p — t)

t* = m*(¢) X x* + u*(¢) = b(t) + &sint (25)
c(t) — cost
beziehungsweise ~
a(t) — Asin(¢ + t)
= b(t) — §sint ; (26)
c(t) + 8 cost
Sie liegen genau dann in ¢* bzw. &, wenn t* - (0, —sin @, cos p)! = —b(t)sin¢g +

c(t) cos ¢ — 8cos(¢p — t) = 0 und analog b(t)sin ¢ + c(t) cos ¢ + & cos(¢ + t) = 0 gilt.
Daraus gewinnen wir
a(t) + Asin(¢ — t)
b(t) = —b8costcotdp und t*= %ﬁl ; (27)
—0 cos(¢+t)

cos¢

Analoges gilt fiir t*, wobei ), 6, ¢ durch X, —§, —¢ zu ersetzen sind.
Nun ist % = A(£)x* + d. Im Gangsystem E* besitzt dieser Vektor die Richtung

¢t = AM(t)% = t* — AY(t)A(t)t* = £ + m*(¢) x t*. (28)



Fiir die Bahnen von U* und U* entstehen so die Vektoren

a—u cos(qﬁ —t)— ;;;q_{i"m cos(¢ -+ ) sin(¢ — ¢)
o — 6—“‘5’%"_'31 + sint(a + usin(¢ — t)) (29)

Ssin(étt) .o t(a + usin(¢ — t))

cos¢

und analog fiir €*. Die Bedingung, da die Bahn von U* (U*) auf der von % bzw. b5

iberstrichenen Torse ® bzw. ® geoditische Linie ist, lautet im Gangsystem

0 0
det | | —sing |,t*,¢*| =0 bzw. det| | sing |,t*,c*| =0. (30)
cos ¢ cos ¢

Diese Bedingung (30) fithrt fir den Punkt U* auf die Differentialgleichung

—(a + usin(¢ — ¢))d=nedt) 4 (a 4 usin(¢ — t))?sin(¢ — t)—

. %iré‘;}zr;i'}:! 2c032!¢+t!sin! o—t) __ (31)
_(a' - COS(¢ - t)) singcos ¢ +6 sin? ¢ cos? ¢ = 0.

Die entsprechende Bedingung fiir U* erhalten wir daraus, indem wir u, &, ¢ durch
4, —8, —¢ ersetzen.

Fir £ := a + usin(¢ — t) ist (31) eine RICCATIsche Differentialgleichung, fiir die
b2 = Boos(dtt) e Losungen sind. Daraus gewinnen wir als allgemeine Losungen

singcos ¢

6 cos(p + ¢t) 216 cos(p + t)
sin ¢ cos ¢ — sin ¢ cos ¢ + 248 L exp(—21 cos(¢p — t))’

£(t) = (32)

wobei L eine komplexe Integrationskonstante ist. Die einzige reelle Losung stellt sich
fiir 206 = sin ¢ cos ¢ ein. Sie lautet

_ Scos(p+1t) 1+ cos(2cos(¢4—t¢))
¢a(t) = sin ¢ cos ¢ sin(2cos(¢ —t)) (33)

Analog erhalten wir eine einzige reelle Losung der zu U* gehorende Differentialglei-

chung.
r o Ocos(¢p—t) 1+ cos(2cos(¢+1t))
¢a(t) = sin ¢ cos ¢ sin(2 cos(¢ + t)) (34)
Die Existenz eines Zwanglaufes mit den gewiinschten Eigenschaften bedingt
a(t) = ér(t) — usin(p — t) = €n(t) + @sin(¢p + ¢). (35)

Eine kurze Diskussion zeigt, da es nicht moglich ist, die reellen Konstanten u, %, § und

¢ so zu wihlen, dafl obige Gleichung fiir alle ¢ aus einem reellen Intervall gilt.



Ist nun ¢ parallel zu &, so sind die Geraden b3 und % zueinander parallel. Sie sollen
bei ( stets Charakteristiken von ¢ und € sein. Dies ist nur méglich, wenn die Mo-
mentanachsen parallel zur Ebene [b3b3] liegen. Nach (9) stehen die Momentanachsen
auch auf n} normal. Entweder gilt dann [53b;] L n} oder alle Momentanachsen haben
dieselbe Richtung. Ersteres liefert genau den Fall B1 unserer Diskussion, das Zweite
fihrt auf Zylinderschrotungen und somit auf Fall A.

Im Fall B2 gibt es daher keine B-Kurven. Wir fassen zusammen:

SATZ 2: Abgeschen von Boschungslinien zweiter Art sind genau jene Kurven des
dreidimensionalen euklidischen Raumes E3 B-Kurven, fir deren Krimmung k; und
Torsion T, die charakteristische Differentialgleichung (19) erfillt ist. Die B-Kurve
x(8) besitzt eine rektifizierende Torse mit einer Gratlinie g(s). Der Begleitzwanglauf
zwester Art ( von x(s) ist in diesem Fall zugleich Begleitzwanglauf zwester Art der

Bahnkurve eines Punktes U, der der rektifizierenden Ebene von g(s) angehdrt.
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Eine ausfiihrliche Ubersicht iiber die vorhandene Literatur zu den BERTRANDkurven
findet sich in [2] und [7].
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