ZUR KINEMATIK DER ISOTROPEN EBENE

Otto Roschel

In this paper there are studied kinematics in the isotropic pla -
ne. We shall investigate fundamental properties of the point -
paths, develope a formula analog to the wellknown formula of
Euler - Savary and study special motions : An isotropic elliptic
motion and an isotropic four - bar - motion.

Wihrend die Elementargeometrie einschlieflich der Differential -
geometrie der isotropen Ebene in letzter Zeit Gegenstand bemer -
kenswerter Untersuchungen war (vergleiche [1], [3], [4], [61,
(71, (8], [91, [11], [13] und [14]), wurden Zwangliufe im Hin -
blick auf die isotrope Bewegungsgzauppe G3 bisher kaum studiert.
Die einzigen diesbeziliglichen Ansitze stammen von K. STRUBECKER
([12] und [14]), der einparametrige Untergruppen der Gruppe Gy
betrachtet. In der Gruppe G5 der isotropen Ahnlichkeiten der
isotropen Ebene hat vor kurzem J. TOLKE ([17], [18] und [19]) ki-
nematische Verhdltnisse untersucht. In der folgenden Note soll
gezeigt werden, wie man trotz Fehlens eigentlicher Polkurven
einen systematischen Aufbau der isotropen Kinematik hinsichtlich
der isotropen Bewegungsgruppe G3 gestalten kann.

1. BAHNKURVEN

Wird in der affinen Ebene durch
{x(t) = a(t) + X, (1)
y(t) = b(t) + c(t).xy * ¥,
ein spezieller affiner Bewegungsvorgang erklirt, so liegt nach
[11, S. 318] ein Zwanglauf im Sinne dern ebenen iso0trnopen Geo -

1).

momentanen isotropen Scherungen ab, kann in (1) a(t) = t gesetzt

metndie vor Sieht man von den im folgenden nicht wesentlichen
werden ; dadurch wird jede Bahnkurve von (1) auf ihre isotrope
1 a(t), b(t) und c(t) sind reellwertige Funktionen der Klasse
ct (r z 3) tiber (-w,+w).




Bogenlédnge t als Parameter bezogen.

Die Punkte jeder im Gangsystem I festen isotropen Geraden X, =
= konstant € R besitzen im Rastsystem Z, Bahnkuyven, die sich
durch isotrope Schiebungen ineinander Uberfiihren lassen. Die
Bahntangenten der Bahnkurve von (xo/yoi besitzen in Z, die
Richtung der Geraden

y = x.(b'(t) + x_.c'(£)) D). (2)
Der isotrope Winkel o@(t) der Bahntangenten zweier Punkte (xo/yo)
und (x1/y1) berechnet sich zu

e(t) = c'(t).(xq - x,). (3)
Ldngs einer nichtiostropen Geraden g (yo = k.x_, k € R-0) von I
besitzen die Bahnkurven augenblicklich (t = 03?) Tangenten mit
der Darstellung

= k.xO + (x - xo).(b'(O) + xo.c'(O)). (4)

Sie umhiillen den isotropen Kreis

- 2
_2¢'(0), k+1b'(0), (k- b'(0))
y = x°.= ( Le 5 e (o) (5)

Sein Radius R = 2/c'(0) ist von der gewdhlten nichtisotropen Ge-
raden unabhidngig.

Satz 1 : Punkte ediner isotnopen Geraden 4L von T beschreiben bedl
einem ebenen isotropen Zwanglaug T / z, kongruente Bahnkurven.
Die Bahntangenten der Punkte feder in B festen nichtisotropen
Geraden g umhiillen zu jedem Zedltpunkt t einen isotrnopen Krels,
dedsen Radius von den gewdhlfien Geraden unabhdngig List.

Diese Aussage gestattet es, mit Mitteln der projektiven Geo -

metrie auf einer gegebenen Geraden g € £ den momentanen Hiill -
punkt H zu ermitteln, wenn die momentanen Bahntangenten zweier
Punkte P und Q auf g gegeben sind. (Abbildung 1 zeigt die Be -
stimmung von H mit Hilfe des Satzes von BRIANCHON 4)).

) Di

ie Ableitung nach der Bogenlange t wird durch Striche ge =
kennzelchnet :
3) 0.B.d.A. soll b(0) = c(0) = 0 gelten.
4) Vergleiche etwa [5, S. 61 ££f.].



Abbildung 1

s
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Fir die isotrope Krimmung n(t,xo) der Bahnkurve des Punktes
(xo/yo) von I gilt

u(t,xo) = y"(t) = b"(t) + c"(t).x_. (6)

5) _©

Wendepunkte liegen daher fiir c¢"(t) # O auf der iso0ftropen Wen-

degenraden w(t), die durch die Gleichung

b" (t)
R (7)
c" (t)

beschrieben wird. Der zugehdrige Wendepol W(t) ist Fernpunkt der
Geraden

b'(t).c"(t) - b"(t).c'(t)
Yy = X. . (8)
cll (t)

Ein Analogon zur euklidischen Scheitelkubik (vergleiche [20,
S. 195 ££.]) ist fiir c"' (t) # o ©)
Scheditelgenade 4(%£), die durch

b"' (t)
c"' (&)

beschrieben wird. Auf s(t) liegen alle Punkte von 3, deren Bahn-

die momentane .{s0trope

kurven augenblicklich verschwindende zwe.ifte {L40trnope Kraiimmung

W (E,x)) = y"'(E) = B"'(E) + "' (£).x (10)

5? Fiir c¢"(t) = O stimmt (1) momentan bis zur zweiten Ordnung mit
einer isotropen Drehung iiberein.

6) c"'(t) = O liefert ein isotropes Koppelgetriebe.



besitzen. Analoges gilt fiir den Ort aller Punkte von I, deren
Bahnkurven momentane stationire n - te Kriimmung (n s r) aufwei -
sen : Stets ergibt sich eine isotrope Gerade.

Neben dem absoluten Punkt F (Fernpunktpder y - Achse) existieren
damit genau dann BALL'sche Punkte (vergleiche [20, S. 195 ff.]),
wenn s(t) und w(t) Ubereinstimmen. Dies ist nach (7) und (9)

genau fir

b"'(t) _ bn (t)

cll'l(t) - C"(t) (11)
der Fall. Integration von (11) flihrt auf die Bedingung

b(t) = K.c(t) + L.t + M (12)

(K, L und M sind reelle Konstanten).

Satz 2 : Zu jedem Zeitpunkit edines ebenen isotropen Zwanglauds
2/ B, exdstient im atlgemeinen eine Lisotrope Gerade in T, deren
Punkte Bahnkurven mit momentan stationdrern n - Zer Krldmmung

(n 2 1) besitzen. Elgentliche BALL'sche Punkte treten nur dann
auf, wenn zum Zedltpunkt £ GLedichung (12) ernfillt ist ; die zuge-
hinigen BALL'schen Punkte Liegen dann auf der mit der isotropen
Scheitelgenaden zusammenfallenden isotropen Wendegeraden.

2.KREUZSCHIEBERGETRIEBE

Eine Strecke PQ = d = konst. # O werde mit ihren Endpunkten auf

y
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zwel nichtisotropen Geraden Po und q, geflihrt. Pq und 9, werden
dabei o0.B.d.A. zu
Po-+- ¥ = 0 wund dge-- ¥ = k.x + £ (13)
mit k, £ € R gewdhlt. Fiilr t = O liege P in (0/0) und Q in
(d/k.d + f). Damit ist der Zwanglauf 5'/ Eo eindeutig bestimmt
und wird durch
X

{x(t) =t + 5
ye) = Sfx oy (14)

beschrieben. Die Bahnkurven sind Geraden mit der Gleichung

k.xo k.x .

y = X. B o Yoo (15)
d d

In Abbildung 2 wurde die H&££bahn<go der Geraden g = [P,Q] ein -

getragen : 9 ist jener isotrope Kreis, der sich nach Satz 1 als

Hlillkurve der augenblicklichen Bahntangenten der Punktbahnen von
g ergibt. Sein Radius berechnet sich gem#f (5) zu
R = 2.4/k. (16)

Sind P, und d, zueinender parallel (k = 0), so liegen nichtiso -
trope Schiebungen vor - alle Bahngeraden sind parallel.

Satz 3 : Das Lisotrope Kreuzschiebergetniebe §ihnt alle Punkte
der Gangebene aug Geraden ; die HiLLbahnen nichtisotroper Gera -
den sdind im allfgemeinen kongruente isotrhope Kredise.

3. KOPPELGETRIEBE

Eine Strecke PQ = d = konst. # O werde mit ihren Endpunkten auf
zweli isotropen Kreisen Po und 9q gefiihrt, die o0.B.d.A. durch

xz (x-f)2
Poeee¥ = 75 und q_...y = - (17)
mit reelle Konstanten p, q, e und £ (p.q # O) beschrieben werden.
Zum Zeitpunkt t = O liege P in (0/0) und Q in (d/-e+(d=£)2: (2q)).
Damit ist das {40trope Koppelgetriebe eindeutig bestimmt und be -

sitzt die analytische Darstellung



x(t) =t + X,
t2 & (18)
y(t) = '2—.5 + Xo.m. (t. (p-q) + 2.p. (d=£f)) + yo.
y w ‘

Abbildung 3

Die Bahnkurven der Punkte (xo/yo) von I sind im allgemeinen {40 -
trope Kredise mit der konstanten Kriimmung

wix) =3 4

P-4g
o °) xo'd.p.q' (19)

Die Wendegerade w(t) besitzt in I die Gleichung

d
X =—i. 20
o= g -p (20)
Sie ist wie der Wendepol W(t) flir den ganzen Zwanglauf in ¥ sta -
tiondr. Punkte von w(t) = w beschreiben in Z, zZzueinander paral -

lele Geraden durch den Wendepol W(t). Das isotrope Koppelgetriebe
kann daher zugleich als {4o0tropes Schubkurbelgetriebe aufgefaBt
werden.

Satz 4 : Das Koppelgeiriebe dern isotrnopen Ebene f§lihrnt allgemeine

Punkte der Gangebene T auf <{s0tropen Kreisen. Die Wendegerade und
der Wendepol sdind firn den ganzen Iwanglauf in T stationdr; -Punkte
den Wendegeraden wenden in z, aug Geraden geflihnt.




Damit kann dem isotropen Koppelgetriebe (18) durch isotrope Be -
wegung folgende einfachere Gestalt verliehen werden : P sei Punkt
der isotropen Wendegeraden und liege fiir £t = O in (0/0). Seine
Bahnkurve Py werde durch y = O beschrieben. Q liege fiir t = 0 im
Punkt (1/1:(2p)) (p € R - 0) und besitze den isotropen Bahnkreis
mit der Gleichung y = x2/2p.

Abbildung 4

Das ergibt die Noimalform des isotropen Koppelgetriebes

x(t) =% + t
{ ¥ (21)
_ t. (£+2)

Nun sollen noch die Geradenhiillbahnen dieses Getriebes ermittelt
werden : Sei g = [P,R] eine nichtisotrope Gerade in ¥, die mit
der Geraden h = [P,Q] den Winkel a einschlieBt; fiir t = 0 sei R
der Punkt (1/k) (k € R) (vergleiche Abbildung 4).

Nach kurzer Rechnung ergibt sich die Hiillbahn g, von g bei (21)
zu



2 _
x (t) = 3.+ 1) -=2,(t+1) +2

z.ét + 1; (22)
Y 4.p.(t + 1)
mit A = 2.p.a = 2.p.k - 1. Durch Umformung erh&lt man

AGer1) *-2p (x+1) 3y+2a2 (x+1) 2-18ap (x4 1) +27p2y24n320  (23)

als Gleichung der Hiillkurve 99° 9o ist im allgemeinen eine ra -
tionale Kurve vierter Ordnung mit zwe< Doppelpunkten und einexr
Spitze : Die Spitze liegt im absoluten Punkt F - die Ferngerade u
ist Spitzentangente. Die beiden Doppelpunkte berechnen sich zu

— 4.2
(<12 V3R / + g°5.V3R) . (24)

Abbildung 5 zeigt die Situation
fir A > O in projektiver Sicht.

Abbildung 5 Der verbleibende vierte Fern -

punkt besitzt die Asymptote

Y = 35 (x+1),  (29)

die mit der Bahngeraden Pq des

g,

Punktes P den Winkel a ein -
schlieBt.

Da Iq die isotrope Punktspie -
gelung

{x -x - 2 (26)

y = -y
mit dem Zentrum S (-1/0) ver -
trégt, ist S {so0tropes Symme -
thiezenthum von 9 und von der Wahl von A unabhédngigqg.

Genau flir A = 0 (g = h) zerf&llt (23) in P, und die {so0trope hu -
bische Parabet ho

3
_2.(x + 1)
Yy = 27'p ’ (27)

die schon K. STRUBECKER in [14, S. 391 ff.] untersucht hat 7).
Dieser Zerfall tritt genau dann ein, wenn die Bahnkurve eines
Punktes Q von g die Bahn Py des auf g gelegenen Wendepunktes be -

rihrt. (Das ist dann fiir alle Bahnkurven der Punkte von g der Fall).
7)

(23) und (27) hyperoskulieren sich in F.




Satz 5 : Wird beim Lsotropen Koppelgetriebe T / z, eine nicht -
L80trhope Gerade g von I bewegt, 40 ist ihrne HilLbahn g, im all -
gemedinen eine rationale Kurve vienter Ordnung mit einem Lsotropen
Symmetrniezentrum S auf der Bahngeraden P, des. auf g gelegenen
Wendepunktes P. Genau dann, wenn der isotrope Bahnkreis q, eines
von P verschiedenen Punktes Q von g die Gerade P, berihnt, zer -
faLlt diese Kurve vienter Ondnung in eine i{sotrope hubische Pa -
rabel und die Genade Po-

4. KRUMMUNGSKREISE VON BAHNKURVEN

Aus (6) folgt filir die Bahnkriimmungen u(t,xo) und u(t,x1) zweier
Punkte P(xo/yo) und Q(x1/y1) von I beim isotropen Zwanglauf & /
I, die folgende Foamel von EULER - SAVARY in der isotropen Ki -
nematik

w(t,x)) - n(t;x1) = c"(t).(x - x,). (28)
Werden nun die Punkte P und Q auf ihren momentanen Bahnkriimmungs-
kreisen po(t) und qo(t) gefiihrt, so entsteht ein oskulierendes
Koppelgetriebe oder ein oskulierendes Kreuzschieberngetriebe, das
alle Punkte der Gangebene I auf isotropen Kreisen oder auf Gera -
den fiihrt, die nach (28) Krimmungskreise oder Wendetangenten der
Bahnkurven des Ausgangszwanglaufes zum Zeitpunkt t sind.

Satz 6 : Beziglich der momentanen Bahnkrlimmungen hann jeder {s0 -
thope Iwanglaug = / z, durch ein geedignetes oshulienendes Koppel-
odern Kreuzschiebergetrniebe ensetzt werden. Beim oshulierenden
Ersatzzwanglauf beschreiben die Punkte die momentanen Kridmmungs-
kredise der Bahnkurven des Ausgangszwanglaufs.

Nach Satz 5 sind die Geradenhiillbahnen eines solchen oskulieren -
den Koppelgetriebes im allgemeinen rationale Kurven dritter oder
vierter Ordnung. Diese Kurven k®nnen auch als Hiillkurven der
Bahnkurven von Punkten der betrachteten Geraden beim Koppelge -
triebe aufgefaBt werden. Damit gilt




Satz 7 : Liegt bel edinem {sotropen Iwanglauf T / L, momentan ein
odkulienendes Koppelgetriebe vor, 40 umhillen die Bahnkrimmungs -
kreise der Punkte einer nichtisotropen Geraden von T im allge -
meinen eine rationafe Kurve drittern oder vienten Ondnung, die
eine Spitze im absoluten Punkt beéitztp; Liegt momentan ein 04 -
kulienendes Kreuzschiebergetniebe vor, s0 entartet diese HiLL -
kurve zu edinem isotropen Kredis.
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