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Abstract: Given a cube W™ in the fixed euclidean threespace we define a one-parameter moti-

on { ofthe 6 faces of W™ by dividing the edges of the cube with ratio # € R. Our construction
gives 6 congruent quadrangles which are stretched from a center by a factor, such that each of
the 6 quadrangles remains stiff while ¢ varies. The quadrangles then define a one- parameter
motion { of 6 systems ZX|,..Zs. It turns out that all partial motions
Z;/%;(i,j=1.6,i# j) have the following property: In Z; and 2 ; resp. there exist at least

planes 7; and 7; such that all points of 7; are moved on spheres with centers in 7;. Therefore

we may add joins with spherical links between the two planes and get moveable
(overconstrained) models of the cube. For three neighbour systems Z;, X ;, £; with a common

vertex of W™ the three motions I, /Z;,2;/%; and Z; / £ have the following property: The
relation mentioned above between the planes 7;, © > Tr, resp. gives closed chains (triangles) of
joins. Moreover the planes of these triangles form angles with ;, 7 7> Tk, Which remain fixed

during the motion { . Therefore we are able to construct moveable models of the cube by
adding 8 triangles which are linked to the systems X,,...Z4 by spherical 2R-links. The resulting
mechanism should have the general degree of freedom F = - 18. Our procedure therefore gives
a great family of new overconstrained linkages. The last chapter of the paper is devoted to a
more general theorem, which shows that the same results may be reached, if the construction
of the one- parameter motion { is based on other regular or even nonregular polyhedra with

special properties.

Einleitung. In letzter Zeit sind von verschiedenen Autoren bewegliche Strukturen untersucht
worden, die bei aligemeinen Abmessungen ihrer Teilsysteme starr wiren, bei spezieller geo-
metrischer Anordnung jedoch zumindest einparametrig (also zwangliaufig) beweglich sind (vgl.
H. STACHEL [14] und [15] bzw. K. WOHLHART [17] und [18] sowie die Fiille der dort
angegebenen Literatur). Die vorliegende Serie von Arbeiten ist zwangliufig beweglichen Po-
lyedermodellen gewidmet, wobei auf dem Polyeder zumindest eine Schar regelmiBiger Facet-
ten auftritt.

Zuerst wenden wir uns einem Wirfel zu, dessen 6 Seitenflichen als starre Systeme X,,...Z¢
durch geeignete Stibe untereinander verbunden sind. Diese Kette von Systemen Z;,...Z¢ ge-
stattet einen Zwanglauf. Uberraschend zeigt sich hier, daB die dabei auftretenden Rela-
tivzwangldufe X, /X (i # j) symmetrische Schrotungen in KRAMES'schem Sinne (vgl. J.



KRAMES [5] - [11]) mit einer algebraischen Grundregelfliche 4. Ordnung sind, bei der oo?
Punkte von X ; auf Kugeln mit Mitten in Z, gefiihrt werden. Die fraglichen Punkte gehoren da-

bei jeweils 2 Ebenen an, von denen eine stets mit der Ebene des Quadrates auf dem Aus-
gangswiirfel  zusam-

menfillt. Uberra-
schend 143t sich die so
entstehende

zwangldufige  Kette
nicht nur als kinemati-
sches Stabmodell
sondern auch als Serie
von Systemen herstel-
len, die aus 6
Vierecken und 8
Dreiecken  besteht.
Benachbarte Dreiecke
und Vierecke sind da-
bei durch 24 sphiri-
sche 2R-Gelenke an-
einandergebunden.
Damit ist eine Verall-
gemeinerung eines
von HF. VERHEY-
EN [16] gefundenen
Mechanismus aus 6 Quadraten und 8 gleichseitigen Dreiecken gefunden. Eine Offsetbildung
wie beim von K. WOHLHART in [17] und [18] untersuchten Drehturm (Offset des Heureka-
Polyeders) soll vorldufig unterbleiben.

Dal3 Teilzwanglaufe mit w? oder sogar o0® sphérischen Bahnen moglich sind, 146t sich auch
fur bewegliche Modelle der oben genannten Polyederklasse nachweisen. Weitere Beispiele fiir
solche bewegliche Polyedermodelle sollen in zwangloser Reihenfolge in weiteren Teilen dieser
Arbeit untersucht werden. Vor allem die reguliren Polyeder verdienen unser besonderes Au-
genmerk - der zweite Teil der Arbeit ist dem Tetraeder gewidmet.

Abbildung 1

1. Ein dquiformer Zwanglauf und ein bewegliches Wiirfelmodell

Wir legen den Einheitswiirfel W™* des ruhenden Systems X * wie in Abbildung 1 zugrunde und
bezeichnen die_ Eckpunkte wie folgt in einem kartesischen Normalkoordinatensystem

0% x*, y*, PAE
a’ =(1,0,00,a" = (1,1,0), a" = (1,1,1), a,* = (1,0,1)",

£ o~ %

as' =(0,0,0), d" = (0,1,0)", @&" = (0,1,1)', G* = (0,0,1)".
Fir benachbarte Eckpunkte definieren wir (einer fir den beweglichen Mechanismus des

"HEUREKA- Polyeders" von H. STACHEL [14] vorgefiihrten Uberlegung folgend) auf den
Kanten des Wiirfels von ¢ € R abhingige Teilungspunkte.

—% X % .. R .
(D) 4 @)=0-0)a +1a; i,je{l.8},i=].



Durch geeignete Verbindung entstehen so 6 kongruente Teilquadrate T, (vgl. Abbildung 1 fur ¢
= 0.7) mit der Seitenlidnge

(2) s(t)=+1-2¢+2¢,

die nach Ausiibung einer Streckung aus O mit Faktor 1/s(¢) in Quadrate tibergehen, deren
GroBe nun sogar von ¢ unabhingig kongruent ist. Die neuen Quadrate bezeichnen wir wieder
mit 7;. Mit diesen 6 Quadraten, deren Ebenen mit 7; bezeichnet werden, lassen sich Systeme
2...Zg verbinden, die gegeniiber  * und untereinander vermége ¢ € R im Sinne der euklidi-
schen Bewegungsgruppe des E, zwangliufig bewegt werden. Diese Zwanglaufkette werde mit
{ bezeichnet. Ihrer Realisierung durch Stabmodelle oder Modelle mit Drehgelenken wollen wir
uns in dieser Arbeit zuwenden. Dazu untersuchen wir zuerst die aufiretenden Rela-
tivzwanglaufe:

Die Relativzwangliufe 2, /=" von ¢ sind vollkommen steile DARBOUXsche Umschwung-
bewegungen. Die Umschwungachse fillt in das Lot n j* aus der Wurfelmitte auf die Quadrat-

ebene T, .

Die Relativzwanglaufe X ; / %; sind bei unserer Auswahl nicht sphirisch (beim analog aus ei-

nem reguldren Oktaeder hergestellten "HEUREKA - Polyeder" werden dagegen benachbarte
Facetten sphérisch iiber 2R-Gelenke verbunden - vgl. H. STACHEL [14]). Fiir sie gilt der fol-

gende

Satz 1: Zu fast jedem Punkt der Ebene des Grundquadrates im System X;(i = 1...6) gibt es
bei der Zwanglaufkette { einen korrespondierenden Punkt in der Ebene des Grundquadrates
im System ¥;(j=1...6,i# j), sodaf der Abstand dieser beiden Punkte bei { von t unab-

hiingig ist, also bei T ;| Z,; konstant bleibt.

Beweis:
A) Benachbarte Facetten:

Verbunden mit den benachbarten Quadratebenen 1| , 7, filhren wir wie in Abbildung 1 kartesi-
sche Normalkoordinatensysteme {,,x;,y;,z} (i=1,2) ein. Dann gilt fir die Ortsvektoren

zum jeweiligen Koordinatenursprung

ﬁl*(t):s(%)(l,o,l—l)’

il () =——(0,1,1)".

©) 1
s(1)

Die Einheitsvektoren der Achsen x;,y,,z;, werden in £ * durch

2 = S SN = 01—t E ) = t
N % (1) = @ 0= @60 70 =0,00

_* _ 1 _ Nt ¥ _ 1 Y ¥ _ _ t

xz(t)_s(t)(l t,O, t) » yZ(t)—S(t)(t,O’l t) ’ Zl (t)_(07 170)



erfalit. Punkte A...(x},,0) und B...(xp,),,0) der beiden Quadratebenen besitzen im ru-
henden System £* die Ortsvektoren

(5) ﬁf t,x,y)= ﬁl*(t) + xl)?; ®) +y1§1* (t) bzw.
1-5; (t,x5,y,) = ﬁz* 0+ xzi; (®) +Y2y; ().

Fur den Abstand d(t,x,,y,,x,,y,) dieser Punkte errechnen wir das im allgemeinen vom Para-
meter / abhingige Quadrat zu

-1+ ~Xy + ~12

6)  d>(t,x1,y1,%, ) I ] yx2 +1 12+i2 : [“”’]
b > s A =5 - - N

LY 2 200 1 1+ 20)

~l+x+y, 2-xq= =% =)0

wobei die Vektoren @ und b nur von Ausgangs- und Endpunkt B...(x1,,0) bzw.
B ...(xp,),0), nicht aber von ¢ abhingen. Der Abstand d(?,x|,y;,%,,),) entsprechender
Punkte ist daher genau dann von ¢ unabhingig, wenn im Zihler von (6) ein zu s°(¢) aus (2)
proportionales Polynom 2. Grades in ¢ auftritt, also die Beziehung

(7) 1:-2:2=a?:2ab : b>
erfiillt ist. (7) 148t sich in die beiden Gleichungen
(8) a@*+ab=0 und 2db+b>=0

umformen. Nach kurzer Rechnung erhalten wir daraus, daf3 der Abstand der beiden gewahlten
Punkte der Quadratebenen genau dann von # unabhéngig ist, wenn zwischen den Punktfeldern
die Beziehung

X y
©) =17, ="
X| N X+

besteht. Die durch (9) beschriebene Abbildung von 7 nach 7, ist Zusammensetzung einer In-
version am Einheitskreis k|, (Zentrum U} =1},) in 7) mit einer nachfolgenden Bewegung, die
die Koordinatensysteme von X; und Z, zur Deckung bringt. Dies gilt auch fiir die inverse
Abbildung. Der Koordinatenursprung wurde in £; und X, jeweils so gewahlt, daB er mit dem
zugehorigen Inversionszentrum zusammenfillt. Der Einheitskreis (Inversionskreis) &,, enthalt
zwei der Quadratecken. Abbildung 1 zeigt den Inversionskreis und die Wirkung der Abbildung

(10) Vi 71> 1

zwischen den Quadratebenen, die gemafl (9) erklirt ist. Zwischen sich in dieser Verwandt-
schaft entsprechenden Punktepaaren lassen sich nun sphérisch in den Quadratebenen ange-
lenkte starre Stébe einspannen, ohne daf3 die Beweglichkeit verloren geht. Freilich ist darauf zu
achten, daB die Stébe sich nicht gegenseitig behindern. Abbildung 2 zeigt links eine "recht gute
Anordnung”, bei der die Seitenmitten (1,0.5,0) und (0.5,1,0) von 7, mit den zugehorigen
Punkten (0.8, 0.4,0) und (0.4,0.8,0) in der Ebene von 7, und umgekehrt verbunden werden -
2 und X, sind dann durch 4 Stibe aneinandergebunden. Wird derselbe Vorgang fiir je zwei
benachbarte Facetten wiederholt, so entstehet ein zwanglaufig bewegliches Gesamtmodell des
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Wirfels. Dieses enthilt neben den 6 Quadratflichen noch 12* 4=48 Stibe und besitzt bei all-
gemeinen Abmessungen den theoretischen Freiheitsgrad

(11) F=5%6-48=-18,

Abbildung 2 zeigt rechts das trotzdem fiir 1 €[0.5 + ¢, 1] zwangldufig bewegliche Modell in
der Stellung 7=0.7 (& ist von der Dicke der Stibe abhingig). Dabei wurden der besseren
Ubersichtlichkeit wegen eine Quadratfacette und alle zu ihr filhrenden Stibe weggelassen.

Durch geeignete Wahl anderer (auch mehrerer Stibe) lassen sich unter Ausniitzung der Ver-
wandtschaft (9) beliebig viele weitere bewegliche Modelle des Wiirfels gewinnen. Ein beson-
ders reizvoller Sonderfall wird in Abschnitt 3 untersucht. '

Abbildung 2

Satz 1 ist also fiir benachtbarte Facetten bewiesen. Nun folgt kurz der zweite Fall:

B) Gegenuberliegende Facetten:

Seien mit 7] und 7; gegeniiberliegende Quadrate des Wiirfels bzw. mit £, und T, die zuge-
hérigen Systeme bezeichnet. Wir haben zu Beginn festgestellt, daB die Realtivawangliufe

21/Z" und XT;/Z% Umschwungbewegungen um die hier zusammenfallenden Achsen
m" =ny" sind - der Zwanglauf £, / I, ist als Zusammensetzung ebenfalls eine Umschwung-

bewegung um diese auch in X und X, feste Achse. Wenn wir mit beiden bewegten Systemen
so wie vorhin kartesische Normalkoordinaten verbinden, so besitzt der jeweilige Koordinaten-

ursprung im ruhenden System X* den Ortsvektor
1

i (1) =——(1,0,1-1)'  bzw.
s(?)
" iy (1) = ——(0,0,1)"
ML L




Wir erkennen unschwer, daB der Abstand dieser beiden Punkte von ¢ unabhéngig ist. Der Ko-
ordinatenursprung von X, liuft daher bei X4 / £ auf einer Kugel um den Koordinatenur-
sprung von X;. Die Umschwungbewegung £, / Z; fiihrt somit alle Punkte von X, auf Kugeln
mit Mitten in X,. £4 / Z; ist demnach als BRICARDsche Umschwungbewegung erkannt. Da
ein Punkt der Quadratebene 7, des Quadrates 7; auf einer Kugel mit Mitte in der Ebene
des Quadrates 7; lauft, tun dies alle (vgl. O. BOTTEMA [1, S. 324 f]). Die so vermittelte
Koppelung Gy4: 1) — 74 zwischen den Quadratebenen ist wieder eine Inversion (diesmal am
Umkreis des Ausgangsquadrates 7)) gefolgt von einer Bewegung (vgl. J. KRAMES [6]).
Damit ist Satz 1 auch fiir gegeniiberliegende Facetten bewiesen.

Der in diesem Fall auftretende Sachverhalt
ist fur die Bildung beweglicher Modelle
weniger geeignet, da das Innere des Quadra-
tes 7; auf das AuBere von I, abgebildet
wird. bloB die Ecken von 7; lassen sich
durch Stibe mit den entsprechenden von 7;
verbinden. Werden diese Verbindungen fiir
je zwei gegeniiberliegende Wiirfelseiten rea-
lisiert, so entsteht ein Modell aus 12 Stiben
und 6 Quadratfacetten, das zwangliufig be-
weglich ist. Es stellt sich heraus, daf3 6 Paare
dieser Stibe (allerdings von verschiedenen
Teilzwangldufen herriihrend) wihrend des
Gesamtzwanglaufes ihrerseits die
Diagonalen fester Quadrate in den Ebenen
der Ausgangsquadrate bilden. Die neuen
Quadrate sind zu den alten kongruent und
vollfilhren wihrend des Zwanglaufes { ge-

Abbildung 3 gen diese reine Drehbewegungen. Das dann
entstehende bewegliche Wiirfelmodell lieBe sich daher aus 12 kongruenten Quadratfacetten
herstellen, die in den Quadratecken sphirisch (allerdings geniigen wegen der Konstanz der
Quadratebenenstellungen spharische 2R-Gelenke) und in den Quadratmitten tber reine Dreh-
gelenke gekoppelt sind (vgl. Abbildung 3 - dort sind auch 2 der oben angesprochenen Verbin-
dungsstibe eingetragen, die in die Diagonalen der neuen Quadrate fallen). Es handelt sich dabei
um ein Analogon des von H. STACHEL in [14] erwihnten Tetraederzwanglaufmodells des
Jitterbug-Modells.

Bevor wir uns dem nachsten Abschnitt zuwenden, beweisen wir noch den spéter wichtigen

Hifssatz 1: Seien im Fall A der benachbarten Facetten B (x;,y,0) und P, (x,,y,,0) zwei
sich in der Verwandltschaft V\, (9) entsprechende Punkte. Wird die Streckung (2) riickgéingig

gemacht, so beschreiben P, und Py auf dem Wirfel W* Bahngeraden, die einer nur von

P, (x;,¥,0) abhdngigen Ebene €*(xy, 1) angehdren.

Beweis: Die Bahnen der im Hilfssatz angesprochenen Punkte besitzen in =* nach (5) bzw. (9)
die Parameterdarstellungen



1
qgrtx,y)=| tx+(1-0)y |sowie
(A-D(A-x)+t y
(1-1)x +1 y
% 1 2 2
@ (2,%1,31) “Fe q N
VPt +yh -ty + (-0

(13)

und sind daher geradlinig. Es ist unschwer nachzupriifen, daB8 diese beiden Bahngeraden (13)
der Ebene

(4) 0Ly) X+t -y + Yy A= -+ (-3 =-n

angehoren und sich daher i.a. schneiden. q.e.d.

2. Der Relativzwanglauf X, / 2| ist ebenfalls eine symmetrische Schrotung: Untersuchen
wir nochmals als Beobachter im System X * (vgl. Abbildung 4) die Bewegung von £, /%,: Es

ist klar, daBB X, fiir je-
des ¢ durch Spiegelung
an der Geraden a*
(Verbindung der ge-
meinsamen Wiirfelkan-
tenmitte X; mit dem
Wairfelmittelpunkt) aus
2, hervorgeht. Nun
driicken wir die Gerade
a* ins System I,
durch. Die Spiege-
lungsachse a* trifft das
Lot n; aus dem Mittel-

punkt M, des 1. Qua-
drates auf dieses Qua-
drat. a*  schneidet
weiters die Ebene T,
Abbildung 4 der Quadratfacette im
Punkt X, der aus M,
und dem auf der gemeinsamen Wiirfelkante gleitenden Quadrateckpunkt mit den
Gangkoordinaten (1,1,0) unter einem rechten Winkel gesehen wird. Nach Ausiiben der von
t €R abhingigen Streckungen erscheint diese Spiegelungsachse a* in X, als (stetige) Schar
von Erzeugenden einer Regelfliche I', mit folgenden Eigenschaften:

1) Die Schnittkurve von T mit der Quadratebene ist der Thaleskreis ¢, tiber dem Quadrat-
eckpunkt (1,1,0) und dem Mittelpunkt M, des Quadrates.

2) Der Winkel o von a* zur Ebene ) =[x,y,] ist der halbe Winkel benachbarter Quadrat-

facetten - es gilt daher o= 45°.



3) Die Positionen von a* treffen das Lot n, auf 7, =[x,y | durch den Quadratmittelpunkt M,.
Da die entstehende Regelfliche I', die Gerade n, als Doppelgerade besitzen wird, verwenden
wir zu ihrer Beschreibung neue kartesische Normalkoordinaten {Ml, X, y,z}, die aus den in
Z, sonst verwendeten durch Schiebung und nachfolgende Drehung um die z, —Achse
(Drehwinkel -459) hervorgehen sollen. In diesen Koordinaten besitzt I'; die einfach zu berech-
nende Gleichung

(15) (x* + )% - x/\2)? -2 (x* +yH) =0

I} ist demnach eine algebraische Regelfliche 4. Grades mit der Doppelgerade n, und dem
Leitkreis ¢, in der Quadratebene als Doppelkegelschnitt (vgl. Abbildung 5). Die Erzeugenden
von T} sind gegen die Ebene 1) =|[x,, ¥, ] unter dem Winkel o = 450 konstant geboscht. Der
Zwanglauf X,/Z, entsteht daher auch,
indem das feste System X, der Reihe nach
an den Erzeugenden von I gespiegelt
wird - X, /X, ist demnach nach J. KRA-
MES [10] als symmetrische Schrotung
anzusprechen. In [10] studiert J. KRA-
MES gerade symmetrische Schrotungen
mit dieser Grundregelfliche. Er weist
nach, daB3 die dabei auftretenden Bahn-
kurven rationale Raumkurven 4. Ordnung
sind - vgl. auch die Untersuchungen [13]
des Autors iiber Bewegungen mit durch-
wegs rationalen Bahnkurven 4. Ordnung.
J. KRAMES zeigt in [10] auch, dal3 bei
diesen Zwangldufen (neben den Punkten
eines nullteiligen Drehzylinders) genau die
Punkte zweier gangfester zueinander or-
Ambidug 8 thogonaler Ebenen sphirische Bahmen
durchlaufen (auch R BRICARD [3] hat Zwangliufe dieser Art bereits angegeben). Die erste
Ebene mit dieser Eigenschaft haben wir bereits gefunden - es ist dies die Ebene 7, des Quadra-
tes 7,, deren zugehorige Bahnkugelmitten in der Ebene des Quadrates 7] bereits bestimmt

wurden. Wir fassen zusammen in

Satz 2: Die Relativzwangldaufe ~. /X j benachbarter Facetten unseres beweglichen Wiirfel-
modells sind symmetrische Schrotungen mit speziellen algebraischen Grundregelflichen 4.
Ordnung. Nach J. KRAMES [10] sind diese Zwangldiufe rationale rdumliche Zwangldiufe 4.
Ordnung, bei denen die Punkte je zweier zueinander orthogonaler gangfester Ebenen auf Ku-
geln gefiihrt werden.

Hier konnen wir uns auch klarmachen, wie das Inversionszentrum fiir (9) synthetisch zu ermit-
teln wire: Die Momentanbewegungen des Relativzwanglaufes £, / £, sind nach J. KRAMES
i.a. Schraubungen um die Zentraltangente der Grundregelfliche I’ in der entsprechenden Er-
zeugenden. Eine Momentandrehung liegt genau dann vor, wenn die Erzeugende auf I', Tor-
sallinie ist - die Drehachse ist dann das Lot auf die zugehorige Torsalebene im Schnittpunkt mit
der Leitgeraden n,. Eine Momentandrehung stellt sich bei unserer Annahme fiir # = 0.5 ein -
Momentandrehachse durchstoBt die Ebenen der beiden Quadrate genau in den Zentren der In-
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version (9), die wir von vornherein als Zentren unserer Koordinatisierungen in X, und £, ge-
wahlt haben.

Fur die beiden Ebenen des Gangraumes, deren Punkte sphirische Bahnen durchlaufen, kom-
men nach J. KRAMES [10] nur Symmetrieebenen der Grundregelfliche in Frage. Neben der
bereits untersuchten Quadratebene z = 0 besitzt I', (15) noch die Symmetrieebene x = 0. Thre
Punkte gehoéren zu den beiden in £, bzw. X, fixierten Ebenen x, = y; bzw. x, =y, und besit-

zenin ¥ die Ortsvektoren

Br(tynz) = @)+ (5@ + 51@) + 22 @)
(16)

Br(t,30,2) = (1) + 3 (%7 (1) + F0) + 5 ().

Fur das Quadrat der Verbindungsvektoren [)ik(t,yl,zl) - p;(t,yz,zz) e c?(t,yl,zl,yz,zz)
finden wir wie in Abschnitt 1

17
) -1+ 0 -z | 2
Jz(t,yl,zl,yz,zz)z{m [ 1-y +1 0 J+]-2 }2:={m[ﬁ+t5]+5} :
A-l+y+y, 2(1-y-») 0

Dieser Abstand ist genau dann von f €R unabhingig, wenn 1:-2:2 = a* :2ab : b* und
a ¢ = 0 gilt. Ersteres fuhrt mit (9) auf eine einzige Beziehung, letzteres auf eine zweite Glei-
chung. Die Auswertung liefert Abbildungsgleichungen

z1 (2 y—1
2y 2y (1=-x)

Sie vermitteln zwischen den beiden Ebenen x; = y; und x, = y, wieder eine (symmetrische)
quadratische Verwandtschaft Q,,.

Die Einschriankung auf die Schnittgerade x| = y;, z; = 0 mit der Ebene 7, des Quadrates 7
stimmt mit der Inversion (9) tiberein. Die Grundpunkte der quadratischen Verwandtschaft fin-
den sich in der Quadratecke (1,1,0) und im Fernpunkt der z,-Achse. Eine der Grundgeraden
liegt in der Normalen n, ... (x; = y, =0.5) - die entsprechenden Bildpunkte finden sich im
Grundpunkt (1,1,0) (Quadratecke) in Z,. Diese Ecke des Quadrates 7, 148t sich daher iiber ein
in n, angebrachtes Scharniergelenk mit dem System Z, koppeln - ihre Bahn ist bei X, /X, ein
Kreis mit Drehachse n,. Werden die Quadratecken reihum mit den geeigneten benachbarten
Quadratmitten tiber Scharniergelenke verbunden, so entsteht im wesentlichen wieder das be-
reits in Abbildung 3 gezeigte Modell, da sich nachweisen 14Bt, daB die in einem Lot », zu-
sammenlaufenden Stibe konstanten Winkel behalten und die Diagonalen eines der eingefiigten
zusitzlichen 6 Quadrate bilden.

3. Bewegliche Modelle eines Wiirfels aus Drehgelenken. Nun wollen wir Spezialfille des in
Abschnitt 1 diskutierten Stabwerkes betrachten: Wir fligen zu den benachbarten Systemen X,
und Z, noch ein drittes X; hinzu, das zu einem an die Quadrate 7 und 7, angrenzenden
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Quadrat 7; gehort (vgl. Abbildung 6 - dort wurden die jeweiligen Inversionskreise k;; und In-
versionszentren J;; der Transformationen Vi eingetragen). Nun wollen wir von 7} ausgehend

Stiabe zu den Nachbarquadraten 7, und 7, so einfligen, daB sich das Stabwerk in der Qua-
dratebene 7, nach einem Umlauf um die angrenzende Wiirfelecke schlieit. Wir miissen dabei in
7, von einem Punkt P ausgehen, flr den die Identitit

(19) P =05 (V(N2(P))

gilt. Die Zusammensetzung der drei in Formel (19) angefiihrten Inversionen und Bewegungen
bewirkt in der Ebene 7, eine Mobiustransformation M,,;. P muB} einer der Fixpunkte von
M, ,; sein. Beim Studium von Mdébiustransformationen ist es tblich, die euklidische Ebene um
einen Punkt 9O zu erweitern. Er wird (zur Ebene 7, gerechnet) bei den Inversionen 7, bzw.
Vi3 in die jeweils entsprechenden
Zentren I, bzw. I, abgebildet (vgl.
Abbildung 6), die sich in der Inver-
sion V,; entsprechen. Der Punkt OO

ls=/ L1 V.
\"g | 41-—\23 ist dahc?r lepunl'ct von Mm - My,
KN\ 5 ;4 N, 4 ist damit sogar eine euklidische Ahn-
\/ 31 Y 2g lichkeit. Weiters zeigt Figur 6, daB
31( N U=1l,, | die zwei Quadratecken 1..(1,1,0)
N und 2...(0,1,0) sowie der Quadrat-
iy 6 mittelpunkt M4;...(0.5,0.5,0) eben-
=Y — Yo falls Fixpunkte von M, sind. Man
T~ 3 hat dazu bloB fiir die genannten
= Punkte der Reihe nach die Wirkung
|1 \ |3 der entsprechenden Inversionen zu
b 3 j verfolgen (vgl. die in Figur 6 einge-
2 tragenen Dreiecke 1,5, M, sowie
V 2,4,M;3 bzw. M;,3,6). Eine Ahn-
lichkeit mit 3 nichtkollinearen Fix-
Abbildung 6 punkten ist die Identitat: A4,y ist

damit als Identitit in T, erkannt.

Zu jedem Punkt A aus der ersten Ebene erhilt man so zwei weitere P :=F,(H) und
B =V 3(H) in den Nachbarebenen, sodal das Dreieck B P P beim Zwanglauf { starr bleibt.
Nach Hilfssatz 1 wissen wir, da3 sich die Bahngeraden je zweier Dreieckseckpunkte auf dem
ungestreckten Wiirfelmodell jeweils in einer Ebene befinden. Die drei so entstehenden Ebenen
sind daher identisch - nach der Streckung behilt daher das Dreieck AP P beim Zwanglauf {
konstante Neigung gegen die Ebenen 7, 7,, 73 der Quadratfacetten. Das Dreieck AP P kann
daher an den Systemen X, ¥,, Z3 in den Punkten A, P, P nicht nur sphirisch sondern so-
gar Uber sphirische 2R- Gelenke mit Scharnieren in den Ebenennormalen von 7; und der

Dreiecksebene [ ;P P | angebunden werden.

Wihlt man eines dieser Dreiecke fiir die Konstruktion eines Stabwerkes und vervollstiandigt
sinngemdB fur alle anderen (geeigneten) Tripel von in einer Wiirfelecke benachbarten Qua-
dratfacetten, so entstehen zu den 6 in den Quadratebenen entstehenden Vierecksfacetten zu-
satzlich noch 8 wihrend des Zwanglaufes starre Dreiecke D,.....D. Der Mechanismus besteht
demnach aus 14 Systemen, die Uber 8*3 = 24 sphirische 2R- Gelenke aneinandergekoppelt
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sind. Er wiirde bei allgemeinen Abmessungen den Freiheitsgrad F = 6 *13 — 4%24 = —18
besitzen. Wir haben damit eine ganze Serie neuer iibergeschlossener Mechanismen gefunden.

Die interessanteste Konfiguration stellt sich ein, wenn als Ausgangspunkt A in 7, der Schnitt-
punkt von k,, und k,; gewahlt wird - das Dreieck ist dann gleichseitig: Abbildung 7 zeigt die
Positionen dieses zwangldufig beweglichen Mechanismus fiir die Parameterwerte =0 und
t=0.5 in allerdings verschieden skalierten Ansichten. Dabei wurden die Quadrate 7....T; nur
innerhalb jener vom Punkt A} und seinen entsprechenden herriihrenden Quadrate Q,...0, mate-
riell ausgefiihrt. Durch Aufsetzen von geraden Prismen auf die Quadrate und Dreiecke ensteht
das abgebildete Modell, das sich in dieser Form auch gut aus Karton herstellen 148t. Die Dop-
pelscharniere wurden durch starre Kreissektoren verbunden. Der Mechanismus ist in dieser
Ausfiihrung sogar in einem knapp iiber das Intervall 7 € [O, 1] hinausgehenden Parameterbe-
reich zwanglaufig beweglich. Die volumsmiBig gréBte Ausdehnung erfihrt das Modell fiir den
Wert £ = 0.5 - das von den Dreiecken und Quadraten begrenzte konvexe Polyeder ist ein
ecken- und kantengestutzer Wiirfel, bei dem die Dreiecksseiten allerdings nicht gleiche Lénge
wie die Quadratseiten besitzen. Der Neigungswinkel zwischen Quadrat- und Dreiecksebenen
besitzt hier den Wert o = arccos(1/+/3). Dieses bewegliche Wiurfelmodell ist identisch mit
einem bereits von H.F. VERHEYEN in [16] vorgestellten Mechanismus.

Abbildung 7

Ein weiteres - bislang anscheinend unbekanntes - Beispiel sei in Abbildung 8 vorgestellt: Von
einem Seitenmittelpunkt A des Ausgangswiirfels aus wurde das zugehorige (dann gleich-
schenkelige) Dreieck konstruiert. Wird diese Konstruktion reihum fiir die 4 Seitenflichen des
Wiirfels, nicht aber fur Deck- und Bodenfliche wiederholt, so erzeugen die entstehenden 8
kongruenten gleichschenkeligen Dreiecke in den Wiirfelseitenflichen Parallelogramme, die fiir
Deck- und Bodenfliche sogar Quadrate sind. Abbildung 8 zeigt diesen zwangliufig bewegli-
chen Mechanismus aus 8 kongruenten gleichschenkeligen Dreiecken, 4 kongruenten Paralle-
logrammen und 2 Quadraten. In den Dreiecksecken sind entsprechende Systeme jeweils durch
spharische 2R-Gelenke verbunden. Damit ist erstmals gezeigt, daf solche zwangliufig beweg-
liche Modelle nicht nur - wie man aus den Arbeiten von HF. VERHEYEN [16] vermuten
konnte - aus zwei Scharen kongruenter regelmdpiger Facetten bestehen miissen.
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Abbildung 8

Um gezielter allgemeine Modelle nach diesem Ergebnis herstellen zu kénnen, bendtigen wir
eine Charakterisierung der Ebenen, in denen die Dreiecke vor unserer Streckung bleiben. Diese
Ebenen werden flir den Fall der Seitenfacetten £; und £, durch Gleichung (14) beschrieben.
Es ist leicht nachzuweisen, daB es sich bei dieser zweiparametrigen Ebenenschar um die Tan-
gentialebenen der Kugel

(20) K*.... (x=0.5)2 +(y-0.5)2 +(z-05)% =025

handelt. (20) ist genau die Inkugel unseres Wiirfels ™. In jeder Quadratebene des Ausgangs-
wiirfels lauft ein ebener dquiformer Zwanglauf mit globalem Fixpunkt M; (i = 1....6) in den
Seitenmitten ab. Alle Punkte der Wiirfelebene durchlaufen dabei Geraden und befinden sich
zum Zeitpunkt 7 = 0.5 in den FuBpunkten ihrer Bahngeraden fiir das Lot aus den Fixpunkten
M; . Daraus 1aBt sich eine einfache Konstruktionsvorschrift fiir die Herstellung solcher be-
weglicher Modelle ableiten. Sie wird am einfachsten fiir den Parameterwert £ = 0.5 formuliert
und besteht aus folgenden 3 Schritten (vgl. Abbildung 9 fiir die Herstellung des Modelles aus
Abbildung 8):

a) Am Ausgangswiirfel W werden mit Hilfe von 8 Tangentialebenen der Inkugel X* von W*
die Ecken gestutzt (so gewahlt, daBl noch Dreiecksfacetten entstehen).

b) Jede Seitenfliche 7; des Wiirfels schneidet die zugehorenden 4 eckenstutzenden Tangentia-

lebenen von K™ i. a. nach vier Geraden, auf denen wir die LotfuBBpunkte der Lote aus der Sei-
tenmitte Af; bestimmen. Durch Verbinden entstehen so in den Wiirfelseitenflichen i.a. 6 Vier-

ecke V).... Vg, in den zum Stutzen verwendeten Tangentialebenen i.a. 8 Dreiecke D ..... .

c) Werden Dreiecke und benachbarte Vierecke wie oben durch geeignete sphirische Doppel-
scharniere aneinandergebunden (der Winkel der Facetten kann am eckengestutzten Wiirfel ab-
gelesen werden), so entsteht ein Mechanismus aus 14 Systemen, die iiber 24 Gelenke gekop-
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pelt sind. Trotz des allgemeinen Freiheitsgrades /' = -18 ist jeder der so hergestellten Mecha-
nismen zumindest zwangliufig beweglich.

Die Abbildungen 7 und 8 zeigen zwei
ubergeschlossene Systeme, die sich
auch nach diesem Prinzip herstellen
lassen. In Abbildung 9 ist dieser Al-
gorithmus zur Herstellung solcher
zwangliufiger Modelle anhand zweier
Tangentialebenen der (nicht eingetra-
genen) Inkugel des Wiirfels vorgefiihrt.
Wird diese Situation auf alle Seitenfli-
chen (ausgenommen Deck- und
Grundfliche) des Wiirfels durch Dre-
hung iibertragen, so entsteht das an-
gedeutete Modell, das tbrigens mit je-
nem aus Abbildung 8 libereinstimmt.

Bemerkung: Werden 8 beliebige Tan-
Abbildung 9 gentialebenen der Inkugel zum Ecken-
stutzen verwendet, so werden die nach
obigem Algorithmus festgelegten Vier-
ecke (bzw. Dreiecke) i.a. nicht untereinander kongruent sein.

4. Stabmodelle einer allgemeinen Polyederklasse. Zum Abschlufl verallgemeinern wir noch
die Ideen von Abschnitt 1 weiter: Wir geben im E, ein beliebiges Polyeder m* vor, auf dem
zumindest eine Serie von kongruenten regelmapigen Facetten ®; (i = 1...n) existiere. Zu jeder
Facette lassen sich wie in Abschnitt 1 durch Streckenteilung mit Faktor ¢ € R dazu #hnliche
Facetten @, erkliren, die gegen m* jeweils von ¢ abhingige dquiforme Zwangliufe be-
schreiben. Da der von ¢ € R abhingige Verzerrungsfaktor fir alle ®; (i = 1...n) derselbe ist,
sind die Relativzwangliaufe @,/ ®; (i,j=l...n,i # j) sogar Zwangldufe in der euklidischen
Bewegungsgruppe. Nach geeigneter - von ¢ € R abhéngiger - Streckung oder Stauchung ent-
steht demnach ein zwangliufig bewegliches Modell der ausgewihlten Menge kongruenter
Facetten von m*. Die bewegten Facetten @, werden zu bewegten Riumen X, fortgesetzt.
Dann 1Bt sich vollkommen analog zu Satz 1 folgender allgemeiner Satz beweisen.

Satz 3: Im E, sei eine Menge kongruenter regelmdpiger Facetten ®; (i =1...n) auf einem
geeigneten Polyeder n* gegeben. Wird aus diesen Facetten wie beschrieben ein zwangliufi-
ges (geschlossenes) Modell mit Teilsystemen ¥ (i=1..n) erzeugt, so gilt: Alle Rela-
tivzwangldufe X; | Z ; (i # J) fithren fast alle Punkte der Facettenebenen ¢ i © X auf Kugeln,

deren Mitten der Ebene @; C X, angehoren.

Der Beweis verlauft identisch zu jenem von Satz 1 und werde hier daher unterdriickt. Ohne
Beweis sei erwihnt, daB3 die regelmiBigen Facetten sogar nur ahnlich zueinander sein brau-
chen, ohne daB obiger Sachverhalt seine Giiltigkeit verliert. Zwischen entsprechenden Punkten
lassen sich Stabe einfligen, die sphirisch an die entsprechenden Systeme angelenkt sind. Damit
sind bewegliche Stabmodelle der genannten Polyederklasse herstellbar.
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