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1 Bézierkurven

Es sei eine Folge von Punkten py, ..., D, sei gegeben. Ziel ist es, eine Kurve Z(t) zu finden, deren Verlauf
durch die gegebene Punktfolge py, .. ., P, gut vorhergesagt werden kann. Dabei soll das Kurvenstiick in einer
gewissen Nihe dieser Basispunkte bleiben.

Ein erster Ansatz dieser Art stammt aus den Jahren 1950 - 1960: Die beiden Franzosen DeCASTELJAU und P.
BEZIER haben zur Karosseriemodellierung eine spezielle Kurvenklasse verwendet, die heute unter dem Namen
Bézierkurven(stiicke) bekannt ist. Dabei werden als Gewichtsfunktionen zu den Basispunkte py, . . ., Dy, welche
auch Steuer- oder Kontrollpunkte genannt werden, die Bernsteinpolynome n-ten Grades

B = (7)-a-oe (1)

?

verwendet. Sie wurden um 1910 vom russischen Mathematiker BERNSTEIN fiir einen eleganten Beweis des
WeierstraBschen Approximationssatzes verwendet.

Definition 1.1. Die zu den Basispunkten py, . . ., p, vermdoge

mit Parameter ¢ € [0, 1] definierte (ganzrationale) Kurve n-ter Ordnung wird (ganzrationale oder integrale)
Bézierkurve (n-ter Ordnung) zu den Basispunkten py, . .., p, genannt.

Eigenschaften:

A) Bernsteinpolynome:

1.) Der Grad der Bernsteinpolynome ist n.

2.) Nach dem binomischen Lehrsatz gilt:
n n o n
1=(1-t+t)" = 1—-t)" " = B (t).
-t =3 (7)a-o A0

Damit erfiillen die Bernsteinpolynome n—tn Grades die sogenannte Teilung der 1.

n 0 fuer i#0
3')t:0:Bi(0):{1 fuer iiO
0 fuer i#n

1 fuer i=n

4.) t:l:Bi"(l):{

5.) Esist Bl(1—t) = ()[1—-(1—t)]" " (1-t)" = (" )t""(1-t)! = Br_,(t)Vt€R,i=0,...,n.
Damit herrscht eine gewisse Symmetrie zwischen den Intervallgrenzen ¢ = 0 und t = 1.

B) Bézierkurven:

1.) Bézierkurven sind mit den Basispunkten affin invariant verbunden (Beweis siehe unten).

2.) t=0: Auswertung der Bernsteinpolynome an der Stelle t = 0 liefert Z(0) = pp.

3.) t=1: Analog gilt Z(1) = p,.

4.) Die Koordinatenfunktionen der Parameterdarstellung unserer Bézierkurven sind Polynome n-ter

Ordnung - die Bézierkurvenstiicke n-ter Ordnung sind daher im geometrischen Sinne integrale
(ganzrationale) Kurven der Ordnung n. Technisch bedeutsam sind vor allem die Fille n = 2,3, 4.
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5.) Wir betrachten neben der Bézierkurve Z(t) zu den Basispunkten py,...,p, auch die mit den
Basispunkten 9§ = P, ..., 0f = DPn—i,-- -, D5 = Po (vertauschte Reihenfolge) - wir werden sie mit
Z*(t) bezeichnen: Dann gilt nach A, 5):

“(1—1) ZB”l—t ZB Pnei = Z(t).

Damit dndert das Vertauschen des Durchlaufsinnes der Basispunkte bloB den Durchlaufsinn der
zugehorigen Bézierkurve, nicht jedoch ihr geometrisches Aussehen.

6.) Durch Differentiation erhilt man: Der j—te Ableitungsvektor der Kurve an der Stelle ¢ = 0 bzw.
t = 1 héngt nur von den Basispunkten py,...,p; bzw. p,,—;,..., D, ab. Damit ergibt sich z.B.,
dass die erste (letzte) Seite des Basispunktepolygons die Bézierkurve im Punkt py (py,) beriihrt.

1.1 Der Algorithmus von DeCasteljau

Wir wollen fiir das folgende die Bézierkurve zu den Basispunkten py, ..., D, mit Zo ., (t) bezeichnen. Dann
gilt:

Zo,.n(t) = (1—1)To,.n-1(t) + t-F1. n(t) (1.2)

D.h., dass sich die Bézierkurve zu den Basispunkten py,...,p, durch lineares Blending aus den beiden
Bézierkurven zu den Basispunkten py,...,Dpn—1 bzw. Pi,...,p, gewinnen l3sst. Der Beweis von (1.2) folgt
durch direktes Nachrechnen unter Beriicksichtigung der ldentitat

Vi=1,...,n—1: (7;) = <T;_11> + ("11> (1.3)

Durch sukzessives Anwenden kann man so die Bézierkurve %, ,(t) auf die Bézierkurven %y 1 (%), ... Zn—1,n(t)
zuriickspielen. Im Fall n = 3 sieht das etwa so aus:

Zon,23(t) = (1—1)-%o1,2(t) +1-T123()
= (1=t)-[(1—=t)-Zoa(t) +t-Zro()] +1t-[(1—1) T12(t) +1t-To3(t)]

Rollt man diese Vorgangsweise von hinten auf, so ergibt sich der

Algorithmus 1.1. DeCasteljau.

Geg.: Basispunkte py,...,pn
Ges.: Kurvenpunkt Z(t) der zugehdrigen integralen Bézierkurve n-ter Ordnung.

1) FOR i:=0TO n DO g o(t) := p;.

2) FOR k:=1TO n DO
FORi:=0TO n—k DO

Gik(t) =1 —1) Gix—1(t) +t- Giy1,r-1(1).

3) Z(t) = Go.n(t)-
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Aus geometrischer Sicht besteht der Algorithmus aus fortgesetztem Bestimmen von Teilungspunkten von
Strecken mit konstantem Teilverhiltnis. Das Teilen von Strecken ist affin invariant. Damit haben wir nachge-
wiesen, dass ganzrationale (integrale) Bézierkurven affin invariant mit den Basispunkten verbunden
sind.

Der DeCasteljau-Algorithmus ist zudem numerisch wesentlich stabiler als die Berechnung von Kurvenpunkten
mit Hilfe der Bernsteinpolynome.

Figur 1.1 zeigt als Beispiel den Ablauf des Algorithmus im Fall n = 3.

‘70,0 =D, ‘73,0 = D3

Figur 1.1. Algorithmus von DeCasteljau.

2 Interpolation von Punkten mittels ganzrationaler Kurven

Ein altes Problem ist die Bestimmung eines Kurvenstiickes durch eine gegebene Serie von Punkten py, . .., Pn,
wobei diese Punkte zu den Parameterwerten ug < ... < u,, gehoren sollen. Die Lésung wird als Interpolation
der Punkte durch eine Kurve angesprochen.

Es lisst sich nachweisen, dass diese Aufgabe i.a. genau von einer ganzrationalen (integralen) Kurve n—ter
Ordnung geldst wird.

Diese Losung lasst sich mit Hilfe der sogenannten LAGRANGEschen Polynome

o Hz;?n(t — ;) B (t —up) - (t—uy)---(t— 'U/j—l) (t— Uj+1) s (t—up)
k0= T2 ™ (uy —ug) (w5 — o) (uj —wa) -+ (uy — wj-1) - (w5 — wjpn) -+ (uj — un) 24)

n—ten Grades angeben.

Es gilt:

0fiiri #j
1 fiiri = j

1) Li(w) = {

Daher 16st das durch die Parameterdarstellung

#t) = Y LNO-F (¢ € luo ) (25)

beschriebene Kurvenstiick unsere Interpolationsaufgabe.



2) P L) =1 (Yt €R):

Beweis: Wir bilden f(t) := 1 — Y1  L*(¢).
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Es handelt sich dabei um ein Polynom n—ten Grades,

das nach unseren Uberlegungen sicher die n + 1 Nullstellen u; besitzt. Wenn aber ein Polynom n—ten
Grades n + 1 verschiedene Nullstellen besitzt, muB f(¢t) = 0 V¢ € R gelten, womit obige Behauptung
bewiesen ist. Somit erfiillen auch die Lagrange-Polynome die Teilung der 1.

Definition 2.1. Die zu den Basispunkten py, . . .

vermoge

Z(t) :

Parameterstiitzstellen u;.

=D LIt p
=0

mit Parameter t € [ug,uy] definierte Kurve heit Lagrange-Interpolant zu den Punkten p; und den

,Dn. und dem Knotenvektor U := (ug < up < ... < uy)

Weitere Mdglichkeiten, diese und verwandte Interpolationsaufgaben (mit gegebenen Tangenten usw.) zu l6sen,

sind etwa in [2] beschrieben.

‘?3,0 = Ps
Schritt 3 O
O——
Schritt 2 o—4A—10
- S—
. e 1 —@
Schrittl eo—e—1
[ *—© @ L ]
Uy w1 U, Us

Figur 2.1. Algorithmus von Aitken.

Fiir die Konstruktion von Punkten der Kurve (2.5) steht wie bei den Bézierkurven ein einfacher Algorithmus

zur Verfiigung:
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Algorithmus 2.1. Aitken.

Geg.: Punkte py, ..., Pn zu den Parameterwerten ug < ... < u,, und ein Parameterwert t € [ug, uy]
Ges.: Kurvenpunkt Z(t) der interpolierenden integralen Kurve n-ter Ordnung.

0) FUNCTION a(i,k : INTEGER; ¢ : REAL): REAL; o := =%

Uitk —Uq
1) FOR i:=0 TO n DO G, := fi.

2) FOR k:=1 TO n DO
FOR i:=0TO n-k DO
(ji,k = (1 - a<i7 kat)) : (Ti,kfl + a<i7 kat) : (Ti+1,k71'

3) Z(t) = Gon-

Die Herleitung dieses Algorithmus ergibt sich wieder aus der Tatsache, dass sich der Lagrange-Interpolant
Zo,....n(t) zu den Punkten py, ..., P, durch lineares Blending aus den beiden Lagrange-Interpolanten
Zo,...n—1(t) bzw. &1 ,(t) zu den Punkten py, ..., pn—1 bzw. P1, ..., D, gewinnen lisst.

Figur 2.1 veranschaulicht den Algorithmus fiir den Fall n = 3.

Bemerkung 2.1.

1.) Die Lésungskurve hat den Grad n. Raumkurven héherer als 4. Ordnung neigen zum Oszillieren, weshalb
Lagrange-Interpolanten fiir groBes n unbefriedigende Ergebnisse liefern.

2.) Folgende Méglichkeiten der sinnvollen Verteilung der Parameterstiitzstellen u; werden verwendet (Figur
2.2):
e uniforme Parameterverteilung u:=1 (1=0,...,n)

e chordale Parametrisierung (beriicksichtigt Abstdnde der Stiitzpunkte)
ug, uy beliebig vorgeben, dann u; (i = 2,... n) aus der Beziehung

U — Uj—1 _ ‘15'1 _@—1‘
Ui—1 — Ui—2  |Pim1 — Di—2]

berechnen.

o zentripetale Parametrisierung (Versuch, die Lingenverinderungen auszugleichen): Vorgehen wie
vorhin; nur dass u; (i =2,... n) aus

|Pi — Pi—1]
|]5)i71 _15)1'72‘

Ui — Uj—1

Uj—1 — Uj—2

zu berechnen sind.
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P3 P3 Ps

Po Po Po

Figur 2.2. Auswirkung der verschiedenen Parameterverteilungen.

3.) Beim beschriebenen AITKEN-Algorithmus werden sukzessive Strecken geteilt. Dieses Teilen ist invariant
gegeniiber affinen Abbildungen (in dieser Gruppe von Abbildungen sind auch die euklidischen Bewegun-
gen enthalten). Daher gilt: Werden die zu interpolierenden Punkte py, ... py einer affinen Abbildung
unterworfen und fiir Ausgangs- und Bildpunkte (samt alter Parameterbelegung) die interpolierenden
ganzrationalen Kurven n-ter Ordnung ermittelt, so entsprechen sich die beiden Kurven in derselben af-
finen Abbildung wie die Punktmengen. Man sagt auch, die so gefundene interpolierende ganzrationale
Kurve n-ter Ordnung ist affin invariant mit den Ausgangspunkten (mit Parameterbelegung) verbunden.

3 B-Splines

Die bisher vorgestellten Freiformkurven (Bézierkurven und Lagrange-Interpolanten) weisen zwei gravierende
Nachteile auf:

e Die Anderung eines der Kontrollpunkte ; bewirkt eine Anderung des gesamten Kurvenverlaufes.

e Die Ordnung n der Kurve steigt mit der Anzahl der Kontrollpunkte, was bei groBer Anzahl zu Oszillati-
onsverhalten fiihrt.

Eine naheliegende Idee ist daher, Approximations- oder Interpolationskurven aus Segmenten niederer alge-
braischer Ordnung zusammenzusetzen, die an den Trennstellen mit vorgegebener Stetigkeitsordnung inein-
ander iibergehen. Die am haufigsten verwendeten Gewichtsfunktionen, die dieser Forderung geniigen, sind
die B-Spline Basisfunktionen N; ;(t). Diese werden wie folgt rekursiv iiber einem gegebenen Knotenvektor
U:=(up <wui <...<uUptg) definiert:

: L 1 wenn t € [ui,uH_l)

Nia(t) = { 0 sonst (3:6)
t— Ujg U; —t

Nip(t) = ————Njp_1(t) + th Nit1,k-1(t)

Uit k—1 — Us Uik — Ui41
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firi=0,...,n.
Eigenschaften der B-Spline-Basispolynome:

1.) Die B-Spline Basisfunktionen N; j(t) sind vom Grad k — 1.

2.) Ebenso wie die Lagrange-Interpolanten oder die Bernstein-Polynome erfiillen auch die B-Spline-Basisfunktionen
(3.7)

die Teilung der Eins:

, D und dem Knotenvektor U := (ug < u1 < ... < Upik)

Definition 3.1. Die zu den Basispunkten py,
n
E(t) =Y Nik(t) pi
i=0

vermoge
definierte Kurve mit Parameter t € [ug_1,u, 1] heiBt B-Spline-Kurve mit den Kontrollpunkten p; und

dem Knotenvektor U.

Eigenschaften von B-Spline-Kurven:

1.) B-Spline-Kurven sind stiickweise polynomial vom Grad k — 1.

2.) An den Segmenttrennstellen u; schlieBen die beiden dort zusammentreffenden Kurvensegemente C*~2-

stetig aneinander.
3.) Das iiber dem Intervall [, um+1) definierte Kurvenstiick wird nur von den k& Kontrollpunkten

, Pm beeinflusst (lokale Kontrolle!).

pm—k+17

Ahnlich wie bei den Bézierkurven oder Lagrange-Interpolanten gibt es auch hier einen Teilungsalgorithmus zur
Erzeugung dieser Kurven. Er heiBt Algorithmus von Cox-DeBoor und ist in Figur 3.1 fiir den Fall £k = 4

dargestellt.
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%,o = l_jm—S ﬁmﬂ
l_jm+2
Ao Schritt 3
D—A—Df Schritt 2
@
e N ° Schritt 1
[ )

u

m—4 um—3 Z/lm—2 um—l um t um+1 um+2 um+3 um+4 um+5 um+6

Figur 3.1. Der Cox-DeBoor Algorithmus.

Literatur

[1] Farin, G. (1990), Curves and surfaces for computer aided design, 2nd edition, Acad. Press, San Diego.

[2] Hoschek, J.—Lasser, D. (1992): Grundlagen der geometrischen Datenverarbeitung, 2. Auflage, B.G. Teub-
ner Stuttgart.



	freiformkurvenTitelblatt
	FreiformkurvenTdG



