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1. KURVEN UND FLACHEN IM EUKLIDISCHEN RAUM

1.1. Kurven.

DEFINITION 1.01. (Kurve, Schmiegraum, Tangente) Sei I C R ein
Intervall. Eine Abbildung ¢ : I — R"™ heifit Kurve, wenn ¢ eine C"-Ab-
bildung mit r > 1 ist. Der affine Unterraum c(t) + [¢(t), é(t), . . ., ¢®)(t)]
ist der k-Schmiegraum der Kurve ¢ an der Stelle ¢. Der 1-Schmiegraum
heifit Tangente.

Der k-Schmiegraum ist nur dann definiert, wenn die ersten k Ablei-
tungen existieren. Wir werden spéter noch oft Begriffe definieren, die
eine gewisse offensichtliche Differenzierbarkeit voraussetzen und dies
nicht explizit erwihnen.

DEFINITION 1.02. (Regularitit, Wendepunkt) Fine Kurve c ist regulér,
wenn ¢ # 0. ¢ hat einen Wendepunkt dort, wo sie regulér ist, jedoch
¢, ¢ linear abhéngig sind.

DEFINITION 1.03. (Parameterwechsel) Ist ¢ : I — R" eine Kurve und
~ : I' — I ein Diffeomorphismus, dann sagt man, dass ¢ = co aus ¢
durch Parameterwechsel entsteht.

SATZ 1.04. Der Schmiegraum einer Kurve zu einem Parameterwert t
ist invariant bei Parameterwechseln und bei Anwenden von euklidischen
Kongruenztransformationen.

BEWEIS. Sei ¢ = co~y. Aus der Kettenregel ¢ = ¢ovy-4, & = ... folgt,
dass die Ableitung ¢/®)(t) eine Linearkombination der ersten k Ablei-
tungen von ¢ an der Stelle y(t) ist. Bezeichnen wir den Schmiegraum
von ¢ an der Stelle ¢ mit S(c,t), so folgt daraus S(c¢,t) C S(e,7(1)).
Wegen ¢ = ¢ oy gilt auch S(c,u) C S(¢,y ! (u)) fiir alle u. Damit
ist S(c,t) invariant gegeniiber Parametertransformationen.

Invarianz gegeniiber Kongruenzabbildungen folgt aus der Vertausch-
barkeit von linearen Abbildungen und Differentiation: Ist a(z) = Az+a
mit einer Matrix A und einem Schiebvektor a, so gilt (cox)® = A.z*),
d.h. offenbar ist S(a o ¢, t) = a(S(c,t)). O

DEFINITION 1.05. (Bogenlinge, Bogenlingenparameter) Die Bogen-
lange der Kurve ¢ im Intervall [a, b] ist definiert durch

15(0) = /[ Tl

Die Kurve ist nach der Bogenldnge bzw. proportional zur Bogenldnge
parametrisiert, wenn ||¢|| = 1 bzw. ||¢|| = const.

Eine Kurve, die proportional zur Bogenlédnge parametrisiert ist, kann
man sich als mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen vorstellen.

SATZ 1.06. Die Bogenlinge LY(c) einer Kurve c ist invariant bei Pa-
rametertransformationen und bei Anwenden von euklidischen Kongru-
enztransformationen.
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BEWEIS. Sei ¢ = co~. Wir beniitzen sgn(%) = const.

) = [ el = [ p@eaoila = [ el ol

) 7b )

— [ el = 1)
[v(a),7(b)]

Um fir a(z) = A - x + a die Gleichheit L(a o ¢) = L(c) zu zeigen,
verwenden wir ||[(aoc)|| = ||A-¢|| = ||¢]. O

SATZ 1.07. Fir alle Kurven mit ¢ # 0 gibt es eine Parametertransfor-
mation 7y, sodass c o~y nach der Bogenlinge parametrisiert ist.

BEWEIS. Wir verwenden als Parametertransformation ~ mit
t
0 =30 = [ e@ldr
T=to
Dann ist 7(t) = ||¢(t)]|, d.h. 7 ist Diffeomorphismus und 4 = 4371 =
(Foy)™ [(¢oy)-4ll =1. O

SaTz 1.08. Unter allen stiickweise differenzierbaren Kurven, die zwei
Punkte p,q € R™ verbinden, sind genau die monoton parametrisierten
Geraden die kiirzesten.

= ||éov|| !, Zu zeigen ist nun || 4 (coy)|| =

BEWEIS. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist ist p = 0 und g =

(d,0,...,0) mit d > 0. Sei ¢(0) = p, ¢(1) = ¢. Dann ist Li(c) =
(@) 4 oot (@)t = [ el 2] [l =161(1) ~ el (0) = d it
Gleichheit genau fir ¢! > 0 und ¢? = --- = ¢" = 0, d.h. ¢! monoton,
und ¢ = - = ¢" = const = 0. U

SATZ 1.09. Die Bogenlinge einer Kurve ist gleich dem Supremum der
Lingen der eingeschriebenen Streckenziige L2(c) = sup . |le(tiv1) —
c(ty)||l, wobei das Supremum iiber alle Unterteilungen a = ty < t; <

- < t, = b genommen wird (d.h. L%(c) ist die totale Variation von c
im Intervall [a,b], vgl. A.27).

BEWEIS. Wir bezeichnen die rechte Sei-
te der Gleichung mit L (c). Sei a <t <
b. Unterteilungen von [a,t] und [t,b] er-
geben zusammen eine Unterteilung von
[a,b], deshalb gilt Lt (¢) + L(c) < L(c)
(das Supremum bei L’ wird iiber eine
groflere Klasse von Unterteilungen ge-
nommen). Umgekehrt kann jeder Un-
terteilung von [a,b] durch Einfiigen des
zusétzlichen Teilungspunktes ¢ Unter-
teilungen von [a,t] und [t,b] zugeord-
net werden. Das Polygon c(tg), c(t1), . ..

wird bei diesem Einschub eines zusatzli-
chen Punktes nicht kiirzer. Deshalb gilt
Eb( ) < Lt( ) + Lb(c), und insgesamt
Lt + LY = L. Wegen 1.08 ist Lt > LP.
Wir zeigen, dass sogar Gleichheit gilt:
Aus [le(t + h) — ()| < Li™ < Lt
folgt
Tt+h Tt

C(Hh;)L c(t)H < L - Lo <

[ el
h

Der Grenziibergang fllir% zeigt ||e(t)]] <

thfL < |lé@)]], d.h. L ist differenzierbar

und seine Ableitung stimmt iiberein mit
der von L. O

DEFINITION 1.10. (Begleitbasis) Sind die ersten n — 1 Ableitungs-
vektoren einer Kurve im R"™ linear unabhéngig, so entstehen aus ih-
nen durch Gram-Schmidtsche Orthonormalisierung Vektoren ey, ...,
en_1. Der Vektor e, ist eindeutig bestimmt durch (e;,e,) = 0 fiir
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1 <i<n-—1nund det(e;...e,) =1 (dh. e, = e X ... X e,). Die
Vektoren eq(t), ..., e,(t) heiflen dann die Begleitbasis der Kurve.

Unser Ziel ist es, aus den Ableitungen der Vektoren der Begleitba-
sis geometrische Groflen, die die Kurve bestimmen, herzuleiten. Zuerst
sehen wir, dass

ej € e,.... V] = é; € e,..., U] C le1, ..., ej41], d.h.

&= wije; mit wy =0 fiir j >i+1.
j=1

LEMMA 1.11. Die Matriz (wj;) ist schiefsymmetrisch und besitzt nur
Nebendiagonaleintrige. Es ist w; 1 > 0 fir j <n — 2.

0 w12 0 s 0
_w12 0 W23 .« . O
(wie) =1~ . o
0 0 0 —wpin O
BEWEIS. Die Begleitbasis ist eine Orthonormalbasis, also ist

(€i,ex) = <Zwij€ja 6k> = Wik-

Durch Ableiten von (e, e;) = const. folgt (éx,e;) + (ex,é;) = 0, d.h.
die schiefe Symmetrie der Matrix (w;;). Wegen w; j = 0 bei j > i+ 1
folgt nun die Gestalt der Matrix. Wir zeigen w; 1 > 0 fiir j <n — 1:

Die Matrix der Koordinatentransformation zwischen den Basen (¢,

, ) und (ey,..., e;) (j < n) ist eine obere Dreiecksmatrix mit
positiven Eintrdgen in der Hauptdiagonale (nach Gram-Schmidt), ihre
Inverse daher ebenfalls.

Es folgt e; = ,ujc(j) + -+ + ¢ mit p; > 0. Durch Differenzieren
erhiilt man ¢é; = p;cUtY 7 mit r € [¢,...,cY]. Wegen der Gestalt der
Trafo-Matrix ist nun é; = wj j11€j41 + -+ +wjeg mit wj ;1 > 0. O

DEFINITION 1.12. (Krimmung, Ableitungsgleichungen) Mit v = ||¢]|
heiBen die Groflen k; = witq1,;/v die Kriimmungen der Kurve c. Die
Gleichungen

él/'l} = R1 €3
ég/U = —Ki €1 + Ro €3
én—l/v = —Kp-2€p—2 + HKp-1€n
én/V = —Kp_1 €n_1 wobei v = [|¢|

heiflen Ableitungsgleichungen nach J. F. Frenet und J. A. Serret.

LEMMA 1.13. K1, ..., Kn_2, |Kn_1] sind invariant bei Parametertransfor-
mationen und Anwendung von Kongruenztransformationen. Das Vor-
zeichen von k,_1 dndert sich bei orientierungsumkehrenden euklidi-
schen Kongruenztransformationen, und bein = 1,2 mod 4 auch bei Pa-
rametertransformation, beir denen die Durchlaufrichtung gedndert wird.

SATz 1.14. (Hauptsatz der lokalen Kurventheorie) Sind ki, ..., Kn_1 :
I — R reellwertige Funktionen mit ki,...,kn—2 > 0, k; € C" 177,
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p € R, ty € I und e1,...,e,0 eine Orthonormalbasis des R™ mit
det(e10,-..,en0) =1, dann existiert genau eine Kurve ¢ :— R"™ mit:

e c ist nach der Bogenlinge parametrisiert.

e ¢(ty) = p, und die Begleitbasis von ¢ bei t = ty stimmt mit der
gegebenen Basis tiberein.

® Ki,...,Kn 1 sind die Kriimmungen von c.
Andert man die Angabe so, dass die k; unverdndert bleiben, erhdlt man
eine euklidisch kongruente Kurve (d.h. die Krimmungen einer Kurve
als Funktionen der Bogenlinge bilden ein vollstindiges Invariantensy-

stem fir Kurven im Euklidischen Raum.)

BEWEIS. Setzen wir in den Frenetschen
Ableitungsgleichungen ||¢|| = 1, so ergibt
dies das lineare Differentialgleichungssy-
stem é; = > w;je; = 3' Losung
e1(t), ..., en(t) mit e;(tg) = e;o. Wir
wollen zeigen, dass diese Losung die Be-
gleitbasis der gesuchte Kurve c ist.
— Vt(ej,ex) = 0k Dies gilt bei
t = tp, und sowohl die konstanten
Funktionen d;;, als auch die Funktionen
(ej, e) erfillen die Differentialgleichung
j{k) = Zi(wijfik —|—wikfij) (das sieht man
durch Einsetzen in die Frenet-Gleichun-
gen bzw. aus der schiefen Symmetrie der
Matrix (w;;). Deshalb gilt dies fiir alle ¢.

— Die Frenetschen Ableitungsgleichun-
gen von c sind das gegebene Differential-
gleichungssystem: Das ist klar nach Kon-
struktion.

— Die so beschriebene Lisung ist ein-
deutig, weil die Konstruktion zwangs-
ldufig ist und wegen des Eindeutigkeits-
satzes fiir Losungen von Differentialglei-
chungen.

— Fiir je zwei Angaben gibt es eine
euklidische Kongruenztransformation g3,
die die eine in die andere iiberfithrt. Sind
¢, ¢ die Losungen zu den zwei Anga-
ben, so sind sowohl 5(c(t)) als auch ¢(t)
Losungen fiir die 2. Angabe. Daher ist

— Sei c(t) = eg + ftto e1(7)dr. Dann ist  €(t) = B(c(t)). O

¢l = (e1,e1) = 011 = 1.

BEISPIEL 1.15. (Formeln fir Krimmungen) Ist ¢: I — R" eine Kurve,
so setzen wir v = ||¢[|. Es folgt ¢ = ve; und ¢ = ve; +v?k1e; und weiter

area(c, ¢) = area(vey, ve; + v2k1e9) = vk,

Dabei bedeutet ‘area(v,w)’ die Fliche des Parallelogramms, das von
v und w aufgespannt wird, und bei n = 2 sogar genauer die Determi-
nante det(v,w). Wir haben die Beziehung area(v, w 4+ Av) = area(v, w)
verwendet. Explizite Formeln fiir x; sind daher:

det(¢, ¢) |é x ¢l area(¢, ¢)
R2 . K/l — —’ R?) N /{1 = — —7
lef® lef® lell®

Fiir n > 2 liefern die Frenetschen Ableitungsgleichungen weiter

R™: k=

C = (*)61 + (*)62 + U?’/ﬁ(—/ﬁel + 5263).

Wir verwenden die Bezeichnung ‘vol(u, v, w)’ fiir das (orientierte) Vo-
lumen des von den drei Vektoren u, v, w aufgespannten Parallelepipeds.
Dann ist

s g

vol(¢,¢,¢) = VOl(Uel,U2K1€2,U3H1I€263)):U6<&EC’C>> Ko,
v

o = vol(c, ¢, ¢) RS : ey — det(c, ¢, ¢)

area(c, ¢)2’ Clexel?
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1.2. Geometrische Invarianten. 1.04 und 1.06 sind Aussagen be-
treffend das Verhalten von Objekten, die einer Kurve zugeordnet sind.
Man mochte in der Kurventheorie nur solche Objekte untersuchen, die
nicht davon abhéngen, wie die Bildmenge ¢(I) durchlaufen wird und
die folglich sich nicht &ndern, wenn von einer Kurve ¢ zu c o «y iiberge-
gangen wird. Dabei ist die erstere Invarianzeigenschaft stiarker als die
letztere. Weiteres mochte man, dass euklidische Kongruenztransforma-
tionen solche Objekte invariant lassen (wie z.B. bei der Bogenlénge)
oder entsprechend mittransformieren (wie z.B. die Tangente). Im fol-
genden werden diese beiden Invarianzeigenschaften formalisiert.

DEFINITION 1.16. (Transformationsgruppe) FEine Gruppe G wirkt auf
einer Menge M als Transformationsgruppe, wenn es einen Homomor-
phismus von G in die Gruppe der Bijektionen von M gibt. Wir verwen-
den die folgende Schreibweise: fiir g € G,z € M ist g : M — M eine
Bijektion. Fiir g1, g2 € G muss g1g2 = ¢1 © g2 gelten.

BEisPIEL 1.17. Die Gruppe G der euklidischen Kongruenztransforma-
tionen der Form x +— A-x + b mit b € R” und A € O,, wirkt auf dem
affinen Raum R"™ bzw. auf dem linearen Raum R”™ bzw. auf der reellen
Zahlengeraden R in der Form

Gx)=A-z+b, bzw. gz)=A-z, bzw. g(z)=det(A)-z.

G wirkt auf jeder Menge in trivialer Weise durch g(x) = x.

DEFINITION 1.18. (geometrische Eigenschaft, Invariante) Die Grup-
pe G der euklidischen Kongruenztransformationen operiere auf M als
Transformationsgruppe. Wir nehmen an, dass ein Objekt (¢, ¢y, to, .. .)
€ M einer Kurve ¢ : I — R™ und Parameterwerten ¢y, t5, . .. zugeordnet
wird. D ist eine geometrische Eigenschaft bzw. Invariante der Kurve,
wenn fiir jeden Parameterwechsel v und jedes g € G gilt:

B, y(ur),y(uz),...) =B(coy,uy,ug,...)
515(g o C,tl,tQ, o ) == ’g(%(C,t1,t2, . ))

BEISPIEL 1.19. Wir betrachten die euklidische Kongruenztransformati-
ong:x— A-x+b. Sei B eine einer Kurve ¢ zugeordnete geometrische
Eigenschaft. Fiir bestimmte Typen von ® versteht sich die Wirkung
von G von selbst:

Ist B ein Punkt p des euklidischen Raumes, so ist ®(goc) = A-p+b.
Ist D ein Vektor v des linearen Raumes R", so ist B(goc) = A - v. Ist
B ein Skalar A € R, so ist B(g o c) = det(A) - A, oder B(goc) = .

Beispiele fiir Invarianten sind nach dem obigen die Schmiegraume
von Kurven und auch die Bogenlénge.

BEMERKUNG 1.20. Die Kriimmung x,_; ist bei n = 1,2 mod 4 nach
1.13 keine geometrische Invariante. Man muss hier entweder die Defi-
nition erweitern oder sich auf orientierungserhaltende Parameterwech-
sel und Kongruenztransformationen beschrianken. Wir verfolgenden das
Konzept der geometrischen Invariante nicht in systematischer Weise
weiter, es ist aber bei jedem eingefiihrten Begriff implizit vorhanden.
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1.3. Teilmannigfaltigkeiten — Flichen im Raum. Fiir eine C"-
Abbildung f: U C R™ — R,

u=(u',...,u™) = (fr(u),..., ")),
die in einer offenen Teilmenge U definiert ist, verwenden wir verschie-
dene Bezeichnungen fiir Ableitungen:
ok f
G~ OO = e
Die Matrix, die die 1. partiellen Ableitungen als Spalten enthélt, ist die

Koordinatenmatrix des Differentials df. Ist ¢ : I — R eine Kurve mit
¢(0) = p und ¢(0) = v, dann gilt

%tzofw: %(p)c'l(o)Jr...Jri_J;(p)ém(O)
B (%(p), o ’aé;_];(PD v = df,(v)

Es héngt also der Ableitungsvektor von foc¢ nur vom Ableitungsvektor
von ¢ ab, und diese Zuordnung ist durch die lineare Abbildung df,
gegeben. Daraus folgt direkt

SaTz 1.21. (Kettenregel) d(f o g) = df o dg, genauer:

d(f © 9)p(v) = dfgp)(dgp(v))-
BEWEIS. Sei ¢ eine Kurve mit ¢(0) = p und ¢(0) = v. Dann ist

A(f o ghlv) = (70 g) 0c(0) = 4o (g0)(0)
d

= dfg(p)(%(g 0 ¢)(0)) = dfg(p)(dgp(v))- 0

DEFINITION 1.22. (Rang) Der Rang von f bei p ist definiert als der
Rang der linearen Abbildung df.

DEFINITION 1.23. (Teilmannigfaltigkeit, Karte, lokale Koordinaten)
Die Menge M C R™ heifit Teilmannigfaltigkeit (kurz TMF, synonym:
Fldche) der Dimension m < n, wenn sie sich in einer Umgebung jedes
ihrer Punkte diffeomorph in einen m-dimensionalen Unterraum verfor-
men lasst.

Genauer: Fiir jedes p € M gibt es eine offene Umgebung U C R™ und
ein Diffeomorphismus ¢ : U — R™, sodass (M NU) = (R™x0)Np(U).
Eine solche Abbildung ¢ heifit Teilmannigfaltigkeits-Karte bzw. lokales
Koordinatensystem. Die Differenzierbarkeitsklasse von M ist die ihrer
Karten.

FOLGERUNG 1.24. Die Eigenschaft, eine Teilmannigfaltigkeit zu sein,
bleibt bei Diffeomorphismen erhalten.

BEISPIEL 1.25. Jede offene Teilmenge des R, inklusive R"™ selbst, ist
eine n-dimensionale Teilmannifgaltigkeit des R™ mit ¢ = id als Karte.
Jeder affine Unterraum der Dimension k und jede offene Teilmenge
dieses Unterraums ist eine k-dimensionale TMF'.
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SATZ 1.26. (Rangsatz) Hat die C"-Abbildung f : U C R" — R™ [okal
konstanten Rang, kann sie in eine Projektion deformiert werden: Ist
rg(df) = r lokal um p, so gibt es offene Umgebungen V, W von p, f(p)
sowie dort definierte C"-Diffeomorphismen @, 1, sodass 1 o f oo™t :

(x1,...,xp) — (21,...,2.,0,...,0).
yeU 4 fly) eV
| |
(ml,...,x”)—f>(xl,...,:cT,O,...,O)

BEWEIS. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit sei p = f(p) = 0. Wegen rg(df) = r
hat eine r x r-Teilmatrix der Matrix (fjk) den Rang r. O.B.d.A. sei dies die linke

obere Teilmatrix A := ( fjk);k:1 Wir definieren

oxt, . 2™ = (), (), 2" ).
Dann ist dyg = (64 ). Offenbar ist rg(deg) = n. Also ist ¢ lokal diffeomorph. Die
lokal definierte Abbildung k = f o ¢! hat die Gestalt

(fY(x), ..., fr(x), "L . . an) <— (2., 2")

D.h. es ist k(xl,...,x") = (xl, ey T k"N (@),. .., k™(x)). Das Differential von
k hat die Form dky = ( ) Wegen rg(dk) = rg(df odp~1t) = r folgt 1g(C) = 0,
also C' = 0. Das heif}t 8k]/8az =0, also k7 (x! ") =k (2, ..., 2",0,...,0) fir
1 > 7. Sei ¢ lokal im R™ definiert durch

- 1 -

Yy
yr—= y L —kr"'l(yl,...,yr,o,...,O)

L ym_km(y17'°'ayr7o7"'7o

Nach Konstruktion ist diy = (Ig"'E_*O) = 1 ist lokal diffeomorph. Schlieflich
berechnen wir

Yo foypTH(z)=vok(x) =v(k!(z),....k" (2))

o1 T zt | z!

ol o | 2 _ e

TRt @) | KT () - KT (2 2m0,.00) | T | o
k@) | L E™(z) — k™ (2., 27,0,..0) ] 0 O

BEMERKUNG 1.27. Wir kénnen durch Verkleinern von V' und W stets
erreichen, dass ¢ und 1) surjektiv sind — z.B. dadurch, dass wir eine
kleinere Umgebung von p wihlen, die diffeomorph zum R" ist, wie etwa
eine offene Vollkugel.

SATZ 1.28. Das Bild einer Abbildung von konstantem Rang r ist lokal
eine r-dimensionale Teilmannigfaltigkeit (d.h. fir alle p existiert eine
Umgebung V' > p, sodass f(V') Teilmannigfaltigkeit ist).
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BEWEIS. Nach dem Rangsatz lésst sich f in eine Projektion deformie-
ren, dabei wird f(V') zu einem Unterraum. O

FOLGERUNG 1.29. FEine regulire Kurve ist lokal eine 1-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit. Umgekehrt lisst sich jede 1-dim. TMF lokal als
Kurve parametrisieren (kehre Kartenabbildung um).

Satz 1.30. Ist f von konstantem Rang r, so ist f~'(a) eine Teilman-
nigfaltigkeit der Kodimension r.

BEWEIS. In jedem Punkt von f~!(a) ldsst sich f nach dem Rangsatz
lokal in eine Projektion deformieren, dabei geht f~!(a) in einen (n—r)-
dimensionalen Unterraum iiber. O

FoLGERUNG 1.31. Ist f : U C R" — R™ und df, surjektiv fiir alle
Punkte der Menge f~1(a), so ist letztere eine (n — m)-dim. Teilman-
nigfaltigkeit.

BeEWEISs. Die Menge U’ der z mit rg(df,) = m ist offen, weil rg(df,) =
m durch das Nichtverschwinden einer m x m-Unterdeterminante von
df, charakterisiert ist. Nun kénnen wir f|U’ anstelle von f betrachten
und 1.30 anwenden. 0

BEISPIEL 1.32. (Sphdre) Die Einheitskugel ist das Urbild von 1 unter
der Abbildung f(z) = ||z||*>. Nachdem fiir einen Punkt z der Sphire
nicht alle Ableitungen von f verschwinden, ist rg(df,) = 1 und die
Sphére daher eine (m — 1)-dim. Teilmannigfaltigkeit des R™.

1.4. Der Tangentialvektorraum. Wir erweitern die Differentialrech-
nung auf Funktionen, die in Teilmannigfaltigkeiten definiert sind. Zu
diesem Zweck benotigen wir den Begriff des Tangentialvektors.

DEFINITION 1.33. (Tangentialvektor, Tangentialvektorraum) Ein Tan-
gentialvektor an eine Teilmannigfaltigkeit M ist ein Ableitungsvektor
einer Kurve ¢ : I — M. Ist ¢(tg) = p and é(ty) = v, dann ist (p,v) ein
Tangentialvektor an M im Punkt p.

Die Menge der Tangentialvektoren im Punkt p heifit Tangentialvek-
torraum 7, M in p; die Vereinigung aller 7}, M heifit Tangentialbiindel
TM.

LEMMA 1.34. Wird eine Teilmannigfaltigkeit M einem Diffeomorphis-
mus @ unterworfen, so bildet fir jeden Punkt p € M der Vektorraum-
Isomorphismus dy, den Tangentialraum T,M ab auf Ty f(M).

BEWEIS. Das folgt direkt aus der Definition des Tangentialvektorrau-
mes iiber Ableitungsvektoren von Kurven in M. 0

FOLGERUNG 1.35. Ist ¢ eine Karte, die eine m-Teilmannigfaltigkeit
M C R" in den Unterraum R™ x 0 deformiert, so werden mit Hilfe des
Vektorraum-I1somorphismus dy Tangentialvektoren von M in Vektoren
des R™ x 0 abgebildet und umgekehrt.

FOLGERUNG 1.36. T,M st ein m-dimensionaler Vektorraum. Eine
m-dim. Teilmannigfaltigkeit des R™ kann kann nicht gleichzeitig eine
m-dim. Teilmannigfaltigkeit mit m # m sein.
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LEMMA 1.37. Sind Teilmannigfaltigkeiten als Bild oder Urbild
M= f(U), M =f"a)
bei einer Abbildung f : U C R™ — R"™ erzeugt, so gilt fir die Tangen-
tialvektorrdume, dass
TM = im(df), T,M' = ker(df).

BeEwEIis. Wir verwenden den Rangsatz, um f mitsamt seinem Bild und
Urbild M, M' in eine Projektion f = 1) o f oy ! und ihre Bild- und
Urbildunterriiume M = (M), M = o(M") zu deformieren. Weil f
linear ist, gilt trivialerweise

M =im(df), M’ = ker(df).
Die Aussage folgt nun direkt aus df = dip o df o dp~ 1. O

FOLGERUNG 1.38. Ist M durch die implizite Gleichung f(x) = a gege-
ben, wobei f: U CR™ — R, so hat T,,M den Normalvektor V f.

Bewelis. Das Differential df hat die Koordinatenmatrix (f1,..., f.n)
und ker(df) ist die Ebene deren Normalvektor durch Vf = (f1,..., f.m)
gegeben ist. U

1.5. Matrizengruppen. Die folgende Beispiel zeigt, dass einige be-
kannte Mengen von Matrizen Teilmannigfaltigkeiten sind.

BEispIEL 1.39. Die Gruppe GL,, der reguldren Matrizen ist eine offene
Teilmenge des R™™ und daher eine n?-dimensionale Teilmannigfaltig-
keit.

BeispiEL 1.40. Betrachte die Matrizengruppen
O, ={AecR™ | A.- AT = E},
SO, ={A €0, |det(A) =1} = {A € O, | det(A4) > 0}.

Sie sind Teilmannigfaltigkeiten der Dimension n(n — 1)/2 von R"*"
denn fiir die Abbildung f : GL,, — R™" A+ AAT gilt O, = f~1(E)

und

d
dfalV) = 2| f(A+1V)
= % (AAT +tVT A+t ATV +£2VTV)
t=0
=VTA+ ATV = (ATV)T 4 (ATV).

Offenbar ist df 4 eine surjektive lineare Abbildung von R"*" in den n(n+
1)/2-dim. Unterraum der symmetrischen Matrizen. Es folgt rg(dfa) =
n(n +1)/2 = const. und O,, = f~!(FE) ist damit eine Teilmannigfaltig-
keit wie behauptet. SO,, ist eine offene Teilmenge von O,, (bestimmt
durch die Ungleichung det(A) > 0), hat also dieselbe Dimension. Die
Tangentialvektorraume 74 O,, und T4SO,, sind gegeben durch ker(df,),
haben also die implizite Gleichung VT A + ATV = 0.

DEFINITION 1.41. (Liegruppe, Liealgebra) Eine Untergruppe G < GL,,
die eine Teilmannigfaltigkeit ist, heifit lineare Liegruppe. Der Tangen-
tialvektorraum g = TgG im neutralen Element heifit ihre Lie-Algebra.
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BEISPIEL 1.42. Es gilt 80, = {V e R™" | VT 4+ V =0}

BEMERKUNG 1.43. Man kann zeigen, dass fiir A, B € g auch [A, B] :=
AB — BA €.

1.6. Differenzierbare Abbildungen von Teilmannigfaltigkeiten.
Wenn im folgenden von Differenzierbarkeit die Rede ist, ist immer steti-
ge Differenzierbarkeit bis zu einer gewissen Ordnung (also C") gemeint.

DEFINITION 1.44. (lokale Parametrisierung, Karte) Eine reguldre und
injektive Abbildung von g : U C R™ — M in eine m-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit des R™ heifit lokale Parametrisierung. Dabei heif3t
Regularitit, dass rg(r) = m. Die Umkehrung ¢! heifit Karte.

DEFINITION 1.45. (Koordinatendarstellung) Sind g; und go Para-
metrisierungen der Teilmannigfaltigkeiten M; und M, und ist f ei-
ne Abbildung aus M; in My, so heifit die lokale definierte Abbildung

f =g5" o fog eind Koordinatendarstellung von f.

DEFINITION 1.46. (differenzierbar, Differential) FEine Abbildung f :
M, — M, wie oben heift differenzierbar (C*), wenn alle Koordinaten-
darstellungen diese Eigenschaft haben. Ihr Differential df, ist definiert
durch

df,(v) = % f(c(t)), wobeic: I — M, ¢(0)=p, ¢0)=n0.
=0

SATZ 1.47. Die Figenschaft, differenzierbar (oder C*) zu sein fiir Abbil-
dungen zwischen Teilmannigfaltigkeiten hdngt nicht von der Wahl der
Koordinatendarstellun ab. Das Differential ist eine lineare Abbildung

und héangt mit Differential einer Koordinatendarstellung f: gy tofoq
wie folgt zusammen:

dfp : Tle — Tf(p)MQ, df = dg2 e} Jf @) (dgl)il.
BEWEIS. Angenommen, wir verwenden andere Parametrisierugnen ¢/,

g5. Wir miissen zeigen, dass die dadurch bestimmte Koordinatendar-

stellung f/’ dieselben Eigenschaften hat wie ]7 Die Abbildungen g; '
haben als Definitionsmengen keine offenen Teilmengen eines R? und
sind daher der aus der Analysis bekannten Definition der Differenzier-
barkeit nicht zugénglich. Wir verwenden daher den Rangsatz, um die
Abbildungen g;, ¢ mittels lokaler Diffeomorphismen ¢, ..., g in li-
neare Abbildungen ¢y, to zu deformieren (siche Figur). Wir verwenden
auch die Projektion m:

m(zt, . ™) = (2t ™),
v(xt, . 2™) = (24 ..., 2™,0,...,0),

sowie analog fiir 75 und 5. Nun kénnen wir den Abbildungen g; ! iiber
eine Kette von Diffeomorphismen ausweichen. Z.B. ist

f=pglowoprogofoprtonopyogl,

d.h. aus fe C* folgt f? € C*. Die Aussage iiber die Differentiale folgt
durch Hinzufligen des Buchstabens d in der obigen Kette: Wir verfolgen
eine Kurve c: £(foc)=(gao fopi ot opsoc) =dgsodfo(x)(¢)
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mit « = dp; ! oid odpy. Wegen dg; = dip; oy odip, ! ist dg;' = *, denn

das Bild von dps(¢) ist in R™ x 0 C R™ enthalten. O
SATZ 1.48. (Kettenregel) d(f1 o f2) = dfy o dfs.
BEWEIS. Der Beweis ist der gleiche wie fiir 1.21. U

SATZ 1.49. Der Begriff der Differenzierbarkeit bzw. k-maligen steti-
gen Differenzierbarkeit von Abbildungen zwischen Teilmannigfaltigkei-
ten hat die folgenden FEigenschaften. Es wird vorausgesetzt, dass die
Differenzierbarkeitsklasse der beteiligten Mannigfaltigkeiten mindestens

so grofl ist wie die der beteiligten Abbildungen.
(a) Die Zusammensetzung von C*-Abbildungen ist C*.
(b) Jede Einbettung M, C M, ist C*; das gilt insbesondere fiir den

Fall My =R™.

(c) Ist My C My und ist f : My — Msy eine C*-Abbildung, so auch

die Einschrinkung f|u, -

(d) Ist f : My — My eine C*-Abbildung und ist My in M3 enthalten,
so ist f auch als Abbildung von M, nach Ms eine C*-Abbildung.

(e) Ist f : My, — Ms eine C*-Abbildung und liegt f(M,) in der
kleineren Teilmannigfaltigkeit Mo, so ist f auch als Abbildung von M,

nach My eine C*-Abbildung.

BEWEIS. Im folgenden bezeichnen g; :
U; C R™ — M, lokale C*-Parametrisic-
rungen fiir M;, und ¢; Teilmannigfaltig-
keits-Karten, die M; in den Unterraum
R™i x 0 deformieren.

(a) Seien die Koordinatendarstellun-
gen von fi My — My und fo
My — Mj gegeben durch f; = g;lflfl
und f; = g3_1f2f2. Die Verkettung fs o
f1 hat dann die Koordinatendarstellung
95 fafigr = 95 ' fag2gy  frgr ' = fahu

(b) Die Abbildung @2 o go hat nach
dem Satz iiber die Umkehrfunktion eine
C*-Inverse. Die Koordinatendarstellung
i der Einbettungsabbildung ist gegeben

durch g tigi = (¢ 0 g2) 7" o (9 0 g1), ist
also C*¥,

(C) Mit 7 : Ml Q M2 ist f|]\41 :fOZ

(d) Mit ¢ : My C Ms betrachten wir
20 f1~

(e) @3(Ms) ist eine mo-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit von R™? x 0, und
besitzt eine Teilmannigfaltigkeits-Karte
¢h, die sie in den Koordinaten-Unter-
raum R™2 x 0 deformiert. Die Koor-
dinatendarstellung von f’ lautet f/
95 ' f'g1 = (¢hpsga) L ohesfgr. Die Ab-
bildung 5392 hat nach dem Satz iiber
die Umkehrfunktion eine C*-Inverse, wo-
mit die Aussage gezeigt ist. O
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SAaTz 1.50. Satz tber die Umkehrfunktion: Ist f : M — N differenzier-
bar (C*) und df, bijektiv, so ist f lokal ein Diffeomorphismus, d.h. ist
bijektiv und seine Umkehrung ist ebenfalls differenzierbar (C*).

SATZ 1.51. Hat f : M — N konstanten Rang r, so ist das Bild von
f bzw. das Urbild eines Punktes unter f lokal eine Teilmannigfaltigkeit
der Dimension r bzw. eine Teilmannigfaltigkeit der Kodimension r.

BEWEIS. Die beiden obigen Aussagen betreffen lokale Eigenschaften,
die bei Diffeomorphismen invariant sind. Sie bleiben daher bei Anwen-
dung von TMF-Karten unberiihrt und gelten fiir Teilmannigfaltigkeiten
genauso wie fiir Abbildungen aus dem R™ in den R". O

BEISPIEL 1.52. (Stereographische Projektion) Wir betrachten die Ein-
heitskugel 5% = {z € R? | ||z|| = 1}. Sie hat die beiden Parametrisie-
rungen g; : R? — S?\ N und ¢, : R? — 5%\ S (stereographische Pro-
jektion der Aquatorebene auf die Kugel aus den Nordpol N = (0,0, 1)
bzw. aus dem Stidpol S = (0,0, —1)):

1 — 2! — 9!
@)= —| 22 |, glu)=| —20°
Sl L T ]| — 1

Wegen {0,9;,0,¢;} fir i = 1,2 linear unabhéngig sind g1, go lokale
Parametrisierungen. Identifizieren wir R? = C vermittels z = a! + iz?,
dann ist g; die wohlbekannte Einbettung von C in die Riemannsche
Zahlenkugel. Wir interessieren uns fiir die Abbildungen

_ _ 1
giioga=gs 091:C\0—C\0, 2z

Sei die Abbildung f aus S? in S? durch die Koordinatendarstellung
beziiglich ¢g; (im Urbild) und g; (im Bild) wie folgt gegeben:

gitofogi(z)=p(z) =ay+aiz+ -+ a2",

f hat die besondere Eigenschaft, dass Punkte des Zielgebietes von ¢y
wieder auf solche Punkte abgebildet werden. Offenbar ist f beliebig oft
differenzierbar. Wir erweitern f zu einer Abbildung von ganz S?, indem
wir f(N) = N festsetzen. Ist diese Erweiterung von f differenzierbar?
Dazu betrachen wir die Koordinatendarstellung von f bzgl. go und gs:

gz ofog=1(g95 0og)o(gi ofog)o(gog):C\0O—C\O,
Zn
1/p(1/2z) = fii 0.
2 1/p(1/2) Goz" + -+ + Ap_12 + G irz#
Wegen N — N gilt fiir die Koordinatendarstellung auch 0 +— 0. Nach-
dem beide Koordinatendarstellungen C'* sind, hat f diese ebenfalls

Eigenschaft.

1.7. Die innere Metrik einer Teilmannigfaltigkeit.

DEFINITION 1.53. (innere Metrik, I. Fundamentalform) Wir verwen-
den das im euklidischen Raum definierte kanonische Skalarprodukt, um
das Skalarprodukt von Vektoren v,w € T,M zu bestimmen. Die Ein-
schrankung von (, ) auf T,M x T,M heifit I. Fundamentalform der
Teilmannigfaltigkeit M.
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Man kann einen Tangentialvektor als Richtungsableitung interpre-
tieren (siehe die folgende Definition 1.54). In diesem Zusammenhang
schreiben wir Tangentialvektoren in der Form X, € T),M.

DEFINITION 1.54. (Richtungsableitung) Ist ¢ : I — M eine Kurve mit
¢(0) = p und ¢é(0) = X, und ist f : M — R differenzierbar, dann ist
die Richtungsableitung von f in Richtung X, gegeben durch

d
X, f=2 /
pf dt t:Of © C( )
DEFINITION 1.55. (Vektorfeld) Ein Vektorfeld auf einer Teilmannig-
faltigkeit ist eine Abbildung, die jedem Punkt p € M einen Tangenti-
alvektor X, € T, Mzuordnet.

DEFINITION 1.56. (Basisfeld, Koeffizienten der Metrik) Ist g eine lokale
Parametrisierung einer Teilmannigfaltigkeit, dann heiflen die Vektorfel-

der 5
g
0 :p 0;(p) := —(p)
J J 8Uj

die dazugehorigen Basisfelder. Die Funktionen
gjk = <3j7 Ok)

heiflen die dazugehorigen Koeffizienten der inneren Metrik bzw. der 1.
Fundamentalform.!

DEFINITION 1.57. (Einsteinsche Summenkonvention) Kommt in einem
Produkt ein Index zweimal vor, einmal oben und einmal unten, so wird
iiber ihn summiert.

BEMERKUNG 1.58. Definition 1.56 definiert die g, als Funktionen aus
M in die reellen Zahlen. Wir werden jedoch genauso g, als Funktionen
des Parameters u ansehen. Haben Tangentialvektoren die Koordina-
ten v = Y 0/0;, w = Y0, w0y, so ist (v,w) = Y7, VWD, ) =
> ik vwFg;x. Mit Hilfe der Einsteinschsen Summenkonvention schrei-
ben wir dies in der Form

v =005 w=w"0 = (v,w)=1vIwFgy.

DEFINITION 1.59. (Abstand) Mit 6,, als der Menge aller stiickweise
differenzierbaren Kurven ¢ : [0,1] — M, die die Punkte p und ¢ ver-
binden (d.h. mit ¢(0) = p und ¢(1) = ¢) ist der Abstand dieser Punkte
definiert durch

d(p, q) == infeeq, , Lg(c).

LEMMA 1.60. In einer zusammenhdingenden Teilmannigfaltigkeit M
sind je zwei Punkte p, q durch eine stickweise differenzierbare Kurve
verbindbar, es ist €,, # 0, und d(p, q) < oo.

Historische Bezeichnungen, die bei Beschrinkung auf 2-dim. Flichen g(u, v) im
R3 noch immer gerne Verwendung finden, sind E = g11, F = ¢g12 = ¢21, G = ga2.
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BEWEIS. (analog zu A.44) Die Relati-
on ,verbindbar* (,~*) ist offenbar eine
Aquivalenzrelation. Jeder Punkt p € M
besitzt eine Umgebung diffeomorph zu
einer offenen Vollkugel (iiber eine TMF-

gehort = [p]. ist offen. Nachdem
jede Aquivalenzklasse das Komplement
der Vereinigung der anderen Aquivalenz-
klassen ist, ist [p]. abgeschlossen. We-
gen M zusammenhéangend ist dann M =

[Pl 0

Karte), die zur Aquivalenzklasse [p]~

LEMMA 1.61. Zusammenhdngende Teilmannigfaltigkeiten sind mat d
als Distanz ein metrischer Raum.

BeEwEIs. Wir miissen zeigen: (i) d(p,q) = 0 genau fiir p = ¢, (ii)
d(p,q) = d(q,p) und (iii) die Dreiecksungleichung. (i) folgt direkt aus
1.08; (ii) und (iii) sind trivial. O

DEFINITION 1.62. (Isometrie, abwickelbar) Eine Abbildung zwischen
Teilmannigfaltigkeiten, die Distanzen unverdndert lédsst, heifit Isome-
trie. Gibt es fiir jeden Punkt aus M eine Umgebung, die isometrisch
zum R™ ist, so heifit M abwickelbar.

BEISPIEL 1.63. Sind g : U — M, ¢’ : U — N lokale Parametrisierungen
und stimmen die Koeffizienten g;; und g;, iiberein, dann ist f : g(U) —
g(U), p+— g og(p) eine Isometrie, denn fiir jede Kurve ¢ : I — U
sind die Bogenlingen L%(goc) und L%(g' o ¢) gleich.

Sei z.B. M = {(z',2%,2%) e R® | (2")? + (2*)? =1} CR?}, M' =R?
U = (—m,m) x R. Wihle g(u,v) = (cos(u),sin(u),v) und ¢'(u,v) =
(u,v). Dann ist

(9) = () = [0 1]

Damit ist g7 = f eine Isometrie, und man kann den Zylinder ohne die
Gerade x = —1, y = 0 isometrisch in die Ebene abbilden.

1

BEISPIEL 1.64. Es ist manchmal nicht moglich, eine Teilmannigfaltig-
keit des R™ als Ganzes isometrisch in einem R™ abzubilden — fiir einen
geschlossenen Zylinder ist dies nicht moglich, man miifite ihn dazu auf-
schneiden. Auch ist es denkbar, dass eine Abbildung von ganz M in
R™ existiert, die zwar lokal isometrisch, aber nicht injektiv und damit
nicht isometrisch ist, z.B. fiir einen Kegel mit einer langen Basiskurve,
wo sich die Abwicklung 6fter als nur einmal um die Spitze herumwindet.

1.8. Integration.

DEFINITION 1.65. (Support) Ist f eine Funktion in einen Vektorraum
(insbesondere nach R), so verwenden wir die Bezeichnung supp(f) fiir

den Abschluss von {z | f(x) # 0}.

Die folgenden Begriffe wie Oberfliche und Volumen werden je nach
Dimension anders bezeichnet: ,,Oberfliche* weist auf Dimension zwei
hin. ,,Volumen* kann bei jeder Dimension verwendet werden. Wir wer-
den inkonsistent sein und die Begriffe vermischen.

DEFINITION 1.66. (Oberflichenintegral) Sei g : U C R™ — M eine
Parametrisierung einer Teilmannigfaltigkeit und f : M — V', wobei
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V' ein beliebiger Vektorraum (z.B. V' = R) ist. Das Integral von f ist
mittels der Koordinatendarstellung f = f o g wie folgt definiert:

/Mde = /UGU Flu)/det(gyu(w)du.

Um es uns einfacher zu machen verlangen wir supp(f) kompakt.
LEMMA 1.67. fM fdO ist wohldefiniert, d.h. unabhdngig von der Wahl
der Parametrisierung.

BEWEIS. Seien g, ¢’ zwei lokale Parametrisierungen so, dass supp(f) in
beider Zielgebiet enthalten ist. Betrachte die Koordinatendarstellungen

]7, f und den Diffeomorphismus ¢ = g~*o¢’. Dann gilt wegen ¢’ = go
und der Kettenregel:

0ig = (090 ¢) O’ =

Tip = <(8l 0 )9, (9, 0 <P)5%<Pp> = 0;0' 0" (gip © ).
Wir interpretieren diese Formel as Matrizenprodukt. Sei J = (9;¢7) die
Jacobi-Matrix von (. Dann ist

(9j1) = T (gjx 0 ) = det(g];,) = det(J)* det(gsx 0 »).
Wir wenden nun die Substitutionsregel fiir Integrale an:
() det(g(0))/2 do
= /fo ©(v) - | det J(v)| det(gjx 0 @(v))? dv

= [F(w) det(gu(w))”* duw. O

In der Definition der Oberflachenintegrals tritt die Wurzel aus der
Determinante der metrischen Koeffizienten g¢;; (das Volumen des von
den Vektoren 0y, ... aufgespannten Parallelepipeds, vgl. A.02) als Ver-
zerrungsfaktor auf.

DEFINITION 1.68. (Volumen) Sei g : U — M eine lokale Parametrisie-
rung. Fiir eine kompakte Menge K C U heif3t

vol(g(K ::/ det(gir) du
(9(K)) Y (9;x)
das Volumen (bei n = 2: Oberfliche, bei n = 1: Lange) von g(K) C M.

BEISPIEL 1.69. Wir {iberzeugen uns, dass fiir Kurven das hier definierte
Volumen mit der Bogenlénge iibereinstimmt: Sei ¢ : I — R eine lokale
Parametrisierung einer 1-dim. TMF. Es ist 0, = ¢, g11 = (¢,¢), und

vol(e([a, b)) = [,y /a1 = | [1 lélldt] = Li(c).
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2. ELEMENTARE KRUMMUNGSTHEORIE

In diesem Abschnitt fithren wir Kriimmungen fiir (m — 1)-dimensio-
nale Fldchen im euklidischen Raum R™ ein. Das wichtigste Hilfsmittel
zu diesem Zweck ist sphérische Abbildung und die von ihr abgeleiteten
Begriffe.

2.1. Die Kriimmungsform.

DEFINITION 2.01. (sphdrische Abbildung) Sei M C R™ eine (m — 1)-
dim. TMF des R™ und g eine lokale Parametrisierung.

81 ><82>< Xam—l
H@l X 82 X oo X 8m,1H'
Dabei bilden die Vektoren 0, ..., 0,,_1,n ein Rechtssystem. n(p) heifit

der durch g bestimmte Einheits-Normalvektor von M in p. Die Abbil-
dung n : M — S™ ! heifit sphiirische Abbildung.

n =

DEFINITION 2.02. (Weingartenabbildung, Shape-Operator) Sei n :
M — S™ ! ein Einheitsnormalvektorfeld einer Teilmannigfaltigkeit M
wie oben. Es gilt

TpM =nt = n(p)Sm‘l.
Wir identifizieren die zueinander parallelen Tangentialvektorrdume an
M und S™ ! in korrespondierenden Punkten und definieren die Wein-
gartenabbildung durch

op: TL,M — T,M, v —dn(v)

DEFINITION 2.03. (Krimmungsform, II. Fundamentalform) Die Ab-
bildung
hy : T,M x T,M — R, (v,w) +— (o,(v),w)
heifit Kriimmungsform oder II. Fundamentalform. Die skalaren Funk-
tionen
hir(p) = hp(9;,0k) = (0p(0;), Okp)
heifen die Koeffizienten der II. Fundamentalform.?

BEMERKUNG 2.04. Das Einheitsnormalvektorfeld n ist von der Parame-
trisierung abhéangig: Ist ¢’ eine andere Parametrisierung und n’ das da-
mit verbundene Einheits-Normalvektorfeld, so ist n’ = 4n, je nachdem
obdy,...,0m—1und 0, ...,0,  gleich oder verschieden orientierte Ba-
sen von 1), M sind. Bei Wahl des anderen moglichen Normalvektorfeldes
—n werden o, und h, mit —1 multipliziert.

BEISPIEL 2.05. Die Koordinatenmatrix der Weingartenabbildung o,
beziiglich der Basis 0y, ..., 0,—1 in T,M wird mit hf bezeichnet. Es
gilt

O'(aj) = hfak, hjk = <h§(‘91, 6k> = héglk — hz = gklhjk.
Dabei ist (g*') = (g;x) " die zur Matrix (g;;) inverse Matrix. Die Bezie-
hung (¢)- (gx:) = E wird mittels der Einsteinschen Summenkonvektion
auch g gy = 0;0] geschrieben, was die oberen Indizes rechtfertigt.

Historische Bezeichnungen fiir diese Koeffizienten, die fiir 2-Fliichen im R? noch
immer gerne verwendet werden, sind L = h1y, M = h1s = ho1, N = hao.
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SATZ 2.06. Die Krimmungsform ist eine symmetrische Bilinearform.

BEwEIS. Wir betrachten eine Parametrisierung ¢ und sehen das Nor-
malvektorfeld als vom gleichen Parameter v € R™! abhéingig an. Dann
kénnen wir die Orthogonalitdtsrelation (0;,n) = 0 nach jedem Param-
ter u* ableiten:

<ajga n> =0 = <ajk97 7L> + <ajg7 akn> =0
= hjr = —(9n, Og) = (Ojrg,n) = hu;. 0

FOLGERUNG 2.07. Nach dem Spektralsatz hat T,M eine Orthonormal-
basis aus Eigenvektoren von o, und alle Eigenwerte von o sind reell.

DEFINITION 2.08. (Hauptkrimmungen, mittlere Krimmung, Gauf-
sche Krimmung) Die m — 1 reellen Eigenwerte s1,...,K,—1 von o
heiflen Hauptkriimmungen von M im Punkt p. Jeder Eigenvektor be-
stimmt eine Hauptkriimmungsrichtung. Die mittlere und die Gauflsche
Kriimmung H und K sind definiert durch

tr(o)
m—1

1
H = (k14 + Em1) = K =Ky Kp1 = det(o).

m—1
BEMERKUNG 2.09. Die Hauptkriimmungen und ihr arithmetisches Mit-
tel H sind von der Parametrisierung in derselben Weise abhéngig wie m
(d.h. bei orientierungsumkehrenden Parametertransformationen wech-
seln sie ihr Vorzeichen). Als Produkt der Hauptkriimmungen ist die
GauBsche Kriimmung bei geradem m von der Parametrisierung in der-
selben Weise abhéngig, bei ungeradem m hingegen unabhéngig. Die
Hauptkriimmungen, sowie H und K sind somit bis auf ihr Vorzeichen
geometrische Figenschaften der Teilmannigfaltigkeit. Bei m ungerade
ist K eine geometrische Eigenschaft.

BEISPIEL 2.10. Man berechnet H und K durch

; 1
K = dot(nty = QM) Ly o

hi+-- 4 hp
~ det(gjr)’ m—1 '

m—1

Bei m = 3 ist
_ 1 _ g22h11 — 2g12h12 + gr1has

H 2
2 911922 — 912

DEFINITION 2.11. (Normalkrimmung, geoditische Krimmung) Ist c :
I — M eine Kurve mit Begleitbasis (ej, e, ...) und der 1. Kriimmung
k, welche in einer (m — 1)-dimensionalen Teilmannigfaltigkeit des R™
verlauft. Die Zerlegung

Key = Kpn + Ky,
in einen Anteil orthogonal zur Flache und einen Anteil tangential zur
Fliche (||m| =1, m € TyyyM definiert die Normalkriimmung x,, und
die geodétische Kriimmung x,. Es gilt
mz + /@i = K%
FOLGERUNG 2.12. (Satz von Meusnier) Fir die Normalkrimmung gilt
Kn = Kcos mit o = <(n,cy).
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LEMMA 2.13. Es gilt k, = h(¢,¢)/(¢,¢), d.-h. die Normalkrimmung
hingt nur von ¢ ab.

BEWEIS. Mit v = ||¢|| haben wir ¢ = ve; und ¢é = ve; + vkey (Frenet).
Betrachte das Normalvektorfeld n o ¢(t) lings der Kurve ¢:

0= S em) = (@) + {6, S noc)) = (&n) + (¢, dn(@)
= (Vey + v?keg,n) — (¢,0(¢)) = vk, — h(é,é). 0

BEMERKUNG 2.14. Bewegt sich ein Massenpunkt innerhalb einer Teil-
mannigfaltigkeit M, an die er aufgrund irgendwelcher Zwangsbedin-
gungen gebunden ist, so hat er wegen k,, = h(¢,¢)/(¢,¢) auf die Kom-
ponente der Beschleunigung normal zur Flache nur iiber seine eigene
Geschwindigkeit einen Einflul. Innerhalb der Newtonschen Mechanik
iibt M eine Kraft aus, die der Normalbeschleunigung (¢, ¢)k,, = ¢™ das
Gleichgewicht hélt. Seine geodéatische Kriitmmung kann das Teilchen un-
abhéngig von seiner Geschwindigkeit selbst bestimmen, die dazu not-
wendige Kraft muss es selbst aufbringen.

2.2. Die lokale Gestalt von (m—1)-Flichen im R™.

LEMMA 2.15. FEine (m — 1)-dim. Teilmannigfaltigkeit M des R™ ist in
der Umgebung jedes Punktes p € M der Graph einer skalaren Funktion
" = f(zb,..., 2™ 1) darstellbar.

BEWEIS. Wir wihlen ein Koordinatensystem mit p = 0 und 7,M als
Ebene z,, = 0. Die Orthogonalprojektion auf 7,M hat im Punkt p die
Ableitung dm = id, also Rang m — 1. Nach 1.50 ist sie lokal Diffeo-
morphismus und ihre Umkehrung ist eine Parametrisierung der Form
glzt, ... ™) = (2, T f(xt o amh). O

Die hier konstruierte Parametrisierung heifit Euler-Parametrisierung.

DEFINITION 2.16. (Schmieg-Paraboloid) Ist eine Fléche der Graph einer
Funktion z™ = f(z',..., 2™ ') mit f(0) = 0 und der Ebene z™ = (
als Tangentialebene dort, so heifit der Graph des Taylorpolynoms 2.
Ordnung

811f al,m—lf $1

[[El l’m_l} :Qf,ijxixj

N[ —

am—l,lf e 8m—1,m—1f xmfl
das Schmiegparaboloid der Flache.

FOLGERUNG 2.17. Das Schmiegparaboloid ist Graph der Krimmungs-
form. In einem Koordinatensystem aus Kriimmungsvektoren hat es die
Gleichung
" = % (ki(2")? 4+ B (2™ 71)?) .

BeEwEIs. Wir verwenden die dazugehérige Euler-Parametrisierung g.
Es ergibt sich n(0) = (0,..., 0,1), g;x(0) = ;. Weiter ist h;,(0) =
(n(0),0jx9(0)) = 0;1f(0). Die Koordinatenmatrix der Weingartenab-
bildung ist gleich (h¥)(0) = (d;1)" - (hjx) = (hjr)(0) = (9;rf). Nach
Annahme sind die kanonischen Basisvektoren Eigenvektoren dieser Ma-
trix; es folgt also 0j f = diag(k1, ..., Km—1)- O
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o] 2

1. elliptischer Punkt 2. hyperbolischer Punkt 3. parabolischer Punkt

ABBILDUNG 1. Beispiele fiir Dupinsche Indikatrizen

DEFINITION 2.18. (Dupinsche Indikatriz) Die Mengen iy C T, M mit
der impliziten Gleichung h(v,v) = £1 heiflen Dupinsche Indikatrizen.

Pror. 2.19. Die Dupinsche Indikatriz hat die folgenden Figenschaften:
e i ist Schnitt durch das Schmiegparaboloid mit der Ebene 2™ = +1.

e i, ist das Polardiagramm der Normalkrimmungen zur Potenz —i:

2
Firv e T,M mit ||v|]| =1 liegt 1/y/%h(v,v) - v iniy.
BEWEIS. Die erste Aussage ist klar nach 2.17. Die zweite folgt aus

der Frage: Bei ||v]| = 1, welches Av liegt in i.? Die Antwort ist A =
1/+/£h(v,v), wovon man sich durch Einsetzen iiberzeugt. O

DEFINITION 2.20. fiir 2-dim. Flichen im R?® verwenden wir die Be-
zeichnung Flachpunkt fiir kK1 = ko = 0. Die restlichen Punkte werden
eingeteilt in elliptische/parabolische/hyperbolische Punkte, je nachdem
ob k1ke > 0 oder = 0 oder < 0 ist.

LEMMA 2.21. Jede kompakte (m — 1)-dim. TMF des R™ besitzt einen
elliptischen Punkt wo alle Hauptkrimmungen gleiches Vorzeichen be-
sitzen.

BEWEISIDEE. In den Beriihrpunkten der kleinsten umschriebenen Ku-
gel ist das Schmiegparaboloid nur nach einer Seite hin offen. O

BEWEIS. ||z| nimmt ein Maximum r =
lp|| fiir ein p € M an, und M liegt in-
nerhalb der Kugel S : ||z|| = r. Wir
verwenden nun das Koordinatensystem
und die Parametrisierung aus 2.16. S hat
0.B.d.A. den Mittelpunkt (0,...,0,r).

Fiir die Kurve ¢(t) = g(t-u) = (tu, f(tu))
muss %f(tu) > 0 sein, sonst verldsst die
Kurve ¢(t) sofort nach ¢ = 0 die Kugel
S. Es folgt, dass das Schmiegparabolo-
id elliptisch und p ein elliptischer Punkt
ist. g

2.3. Die abtragende Abbildung. Die abtragende Abbildung ist ein

wichtiges technisches Hilfsmittel.

DEFINITION 2.22. (abtragende Abbildung) Sei M eine (m

— 1)-dim.

Flache mit Parametrisierung g : U — R™ und Einheitsnormalenvektor-
feld n. Dann heiflen die beiden Abbildungen

e: M xR—R" (p,t)— p+in(p)

e:UxR—=R™ (u,

die abtragende Abbildung.

t) = g(u) + tn(g(w))

Um die Definition des Produktes von Mannigfaltigkeiten zu vermei-
den, werden wir, wenn von Differenzierbarkeit u. . die Rede ist, immer

¢ und nicht e meinen.
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LEMMA 2.23. Die abtragende Abbildung e(u, \) ist requldr genau dann,
wenn \ kein Kehrwert einer Hauptkrimmung fir den Fldachenpunkt
g(u) ist.

BeEwEIS. Wir berechnen das Differential de, (v, p):

%(g(u +tv) + (A + ) (n(g(u + tv))

=dg(v) + pn + Adn o dg(v) = (id +Adn)(dg(v)) + un

dgu,)\ (U7 :U’) =

Offenbar kann de einen Tangentialvektor auf 0 abbilden genau dann,
wenn —1/)\ ein Eigenwert von dn ist, was zu zeigen war. U

LEMMA 2.24. Betrachte die Parametrisierung g : U — R™ wie oben.
Fiir eine offene Menge B C U mit B kompakt gibt es ein e > 0 so, dass
die abtragende Abbildung auf B X (—e,¢e) ein Diffeomorphismus ist.

BewEIs. Wegen rg(d(,,0)€) = n gibt es
fiir jedes u € U eine Umgebung der
Form B(u,26,) X (—&y,&y) wo € Diffeo-
morphismus ist. B wird von endlich vie-
len B(u;,dy,) iiberdeckt, wir kénnen so-
gar d,,,€,, unabhingig von ¢ erreichen.
Zur Injektivitit von €|B x (e,¢): Falls
fut) = ) = glu) - glu) =
t'n(u') — tn(u) (*). Es gibt 2 Fille: Bei

uw=u wire (! —t)n = 0 und t = ¢.
Bei u # u' schlieen wir aus (*) dass
lg(w) = g(u)l| < ¢] + [t] < 2. VerKlei-
nere nun ¢ so, sodass ||g(u) — g(u’)|| <
2¢e = |lu—u] < 3§ (**). Das geht,
weil (g|g)~"! gleichmiBig stetig ist. (**)
Weil jedes €|B(u;,2d) x (—¢,¢) injektiv
ist, muss ||lu — u'|| > § sein, im Wider-
spruch zu (**) = Injektivitét. O

FOLGERUNG 2.25. Fiir jede lokal in M definiert Funktion o : B —
R betrachten wir den Graph von «, der durch e(p,a) = p + an(p)
parametrisiert ist. Falls |a| < e (Terminologie von oben), so ist der
Graph eine Teilmannigfaltigkeit.

DEFINITION 2.26. (Parallelfiiche) Der Graph einer konstanten Funk-
tion heifit Paralellfléche.

SATZ 2.27. (Variation der Oberfliche) Betrachte die Graphen von
Funktionen p — e-p(p), die auf einer (m—1)-dim. Teilmannigfaltigkeit
des R™ definiert sind. Wir nehmen an, dass B = supp(p) kompakt ist.
Dann gilt fiir die Oberfliche dieser Graphenfliche, dass

d —

—| vol(¢°(B)) = —(m — 1)/ v HdO

de|._, B

BEWEIS. Zur Vorbereitung betrachte A € GL,, und V, B € R™"™:
d 1+ tUH e t’Uln
tli=o Fli=o topr ... 1+tog,
=—| (Q4+tlvn+ -+ o) F2( ) =tx(V).

dt|,_,

Daraus folgt

d
det(A +1B) = &
gi| deuA+1B)

7 det(A) det(E +tA'B) = det(A) tr(A™'B).
t=0

t=0
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Nun bestimmmen wir die Koeffizienten der 1. Grundform fiir die Gra-
phenflache, die durch g(u) + ep(u) - n(g(u)) parametrisiert wird:
05 = 0; + (950 n + @ dn(9;)),
95k = (05, 0k) — €0(9;,0(0h)) — ep(Ok, 0(05)) + (- - )
= gjx — 2ephjr +€*(- ).

Fiir die bei der Berechnung der Oberfliche benotige Determinante der
Koeffizienten g¢;;, gilt

det(g5,) = —2¢ - det(gse) - tr((gim) ™" - ()

de |
L fdet(gs) = s det(gh)| = —p- \/detlgze) - tr(hE).
de|._g J 2/ de 2o ! J
Nun kénnen wir die Variation der Oberfliche durch ein Oberflichenin-
tegral ausdriicken, in dem H = —L5 tr(h¥) vorkommt:
ddOg . = die 820/, /det(g5,) = —/(m — 1) - HdO. -

2.4. Minimalflachen.

DEFINITION 2.28. (Minimalfliche) Eine (m — 1)-dim. Flache im R™
heifit Minimalfliche, wenn ihre mittlere Kriimmung verschwindet.

Fiir verschiedene Zwecke ist eine erweiterte Definition notwendig
(z.B. mehrere TMF mit Rand, die lings ihrer Rénder zusammenhén-
gen), auf die wir hier nicht eingehen wollen. Die obige Definition ist
durch 2.27 motiviert, wonach die Minimalflichen bei kleinen Variatio-
nen ihre Oberflache von 1. Ordnung nicht dndern. Jede Fléche, die ein
Minimum der Oberfliche bei gegebenem Rand darstellt (Plateausches
Problem), muss diese Eigenschaft besitzen.

DEFINITION 2.29. (konforme Parametrisierung) Eine Parametrisie-
rung g heifit konform (winkeltreu), wenn die Koeffizientenmatrix der 1.
Fundamentalform ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist (d.h. die kano-
nische Basis im Parametergebiet wird durch dg auf ein Vielfaches einer
ON-Basis abgebildet, und dg ist eine Ahnlichkeit).

BEISPIEL 2.30. Die Parametrisierung g; : R? — S? aus 1.52 ist eine
konforme Parametrisierung. Ist M eine Minimalfléche, so ist das Diffe-
rential dn der spérischen Abbildung n : M — S? eine Ahnlichkeit (denn
die Eigenwerte sind ki, k9 = —k1, und die Eigenvektoren sind ortho-
gonal zueinander). Sind sie nicht gleich Null, so ist n lokal umkehrbar,
und n~! o g; ist eine konforme Parametrisierung einer Minimalfliche.

SATZ 2.31. Jede zweidimensionale C?-TMF des R3 besitzt lokal eine
konforme Parametrisierung [Spivak 1975ff, Vol. IV, pp. 455-500]

LEMMA 2.32. Ist g : U C R? — R? eine konforme Parametrisierung
einer Teilmannigfaltigkeit und ist der Definitionsbereich U einfach zu-
sammenhdngend, dann gilt:

H=0 <= ¢ ¢° ¢* sind analytisch,
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d.h. ¢t = Re(w") mit w' : U C C — C holomorph. Fiir jedes analytische

g = Re(w) gilt: g ist konform genau dann, wenn Y, (

BEwEIS. Wir verwenden die Schreibwei-
se gy = 01, g,» = O2. Durch Ableiten der
Konformalitédtsrelation folgt (i) (g4, g.u)
= <g,v,g,v> - 2<g,uvag,u> = <g,vvag,v>
und 2(,uu; 9u) = (Guv, 9,0); sowie (ii)
(9us 90) = 0 =>2(g,uvs 90) + (G,us Gvv
= 0 und 2(9,uu;9.0) + (GurGouv) = 0,
d.h. insgesamt (g yu + 9,00, §u) = (Guu+
g,mng,v> =0.

g ist analytisch genau dann, wenn
Guu + goo = 0, d.h. wenn zusétzlich

%) =0,

zu den obigen beiden Relationen auch
(Guw + govsn) = 0 gilt. Wegen g, =
Yo ist H = tr(h¥)/2 = #(guu +
JovsM), Was zu zeigen war. Sei nun
wi(u+iv) = g/ (u+iv) +ih! (u+iv). Wir
haben Y(%5)% = (%) — (¢%)° +
2ig%,9%) = 9.u1* = lg.0lI* + 2i(g,u; 9,0)-
Dieser Ausdruck verschwindet genau fiir
konformes g. t

SATZ 2.33. Eine Minimalfldiche lasst sich in der Umgebung eines Punk-

1,2

tes p in der Form Re(w(2)) mit w = (w',w? w®), W holomorph sodass

> (%)2 = 0 parametrisieren. Umgekehrt erhdlt man fiir jedes solche

w eine Minimalfidche.

BewEIs. Ist K(p) # 0, so ist die sphiiri-
sche Abbildung lokal regulér, und die er-
ste Aussage folgt aus dem obigen Bei-
spiel zusammen mit 2.32. Ist K(p) = 0,

so muss man anstelle des Beispiels 2.31
benutzen. Die Umkehrung folgt direkt
aus 2.32. (]

Das Plateausche Problem ist fiir unsere Mittel zu schwierig. Eine
Minimalfléche nicht durch eine geschlossene Randkurve, sondern durch
einen Flachenstreifen festzulegen, ist leichter:

DEFINITION 2.34. (Bjérlingsches Problem) Seien c :

I — R? und

n : I — S? reell-analytisch. Gesucht ist eine Minimalfliche, die die
Kurve ¢(t) enthélt und im Punkt ¢(t) den Normalvektor n(t) besitzt.

SATZ 2.35. (Liosung des Bjorlingschen Problems) Seien c(z) und n(z)
holomorphe Funktionen, die c(t) und n(t) in ein einfach zusammen-
hingendes Gebiet I x iJ C C fortsetzen, und sei ug € I. Dann hat das

Bjorlingsche Problem die Lisung w(z) = c(z) — i ;0 n(¢) x ¢(¢) dc.
BEWEIS. Wir bezeichnen komplexe Ab- Wir zeigen g(z) = c(z) fiir reelles z
leitungen mit einem Strich: w’ = ¢/ —inx durch g(z) = g(u + i - 0) = Re(c(u) +
c’. Bei g = Re(w) ist w'(u+iv) = g, + zfjo n(t) - é(t)dt) = (c(u)) c(u).

ig,». Wir berechnen (w',n) = (g.,,n) +
i{gv,n), d.h. (w',n) = 0 ist notwen-
dig und hinreichend dafiir, dass n ein
Normalvektorfeld der durch g parame-
trisierten Flédche ist. Fiir relles z folgt
dies aus (w',n) = (¢ —in x ,n) =
(¢,n) —idet(n,c’,n) =0.

Noch zu zeigen ist (w',w’) = 0. Dies
folgt aus (¢’ —in x ¢/,¢ —in x ) =
(d,d)y=2i{d,nxcy—(nxd,nxc)=
(¢, Y= (n,n){(c, ¢y = 0. Fiir reelles z ist
die holomorphe Funktion (n,n) gleich 1,
also fiir alle z gleich 1. Damit verschwin-
det der obige Ausdruck und (w',w’) =
0. O
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3. DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN

Dieses und die folgenden Kapitel sind so geschrieben, dass der Begriff
der abstrakten differenzierbaren Mannigfaltigkeit in Kap. 3.1 definiert
wird, der Text ab Kap. 3.3 jedoch so gestaltet ist, dass man jederzeit fiir
‘Mannigfaltigkeit’ auch ‘Teilmannigfaltigkeit des R™” einsetzen kann.

3.1. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Bisher betrachteten wir
Teilmannigfaltigkeiten des R™. Der umgebende Raum stellte uns Ablei-
tungsvektoren, den Tangentialvektorraum, ein Skalarprodukt und Nor-
malvektoren zur Verfiigung. Wir wollen nun abstrakte differenzierbare
Mannigfaltigkeiten betrachten, die nicht notwendigerweise in einem R"
eingebettet liegen.

DEFINITION 3.01. (Klebeabbildungen, Klebedaten) Seien {U; | i € I}
offene Teilmengen des R™ und ¢;; : U; — U; Diffeomorphismen von
offenen Teilmengen von U; auf offenen Teilmengen von U; mit ¢;; =
(pj_il, ik = pij © ;i iiberall dort, wo definiert, und ¢; = idy,. Dann
heiflen die ¢;; Klebeabbildungen, und die Gesamtheit der U; mit den
Klebeabbildungen nennt man Klebe-Daten.

DEFINITION 3.02. (differenzierbare Mannigfaltigkeit, Karte) Seien (U;),
(¢i;) Klebedaten und ‘~’ die Aquivalenzrelation definiert durch z ~ y
< 3Ji,jelmiteel,yecU;, pjx) =y M sei die Menge der
Aquivalenzklassen von ‘~’.

Die natiirlichen Abbildungen ¢; : M — Uj; heiflen Karten, alle Karten
zusammen heilen Atlas, und ihre Umkehrungen heiflen lokale Parame-
trisierungen von M. Eine Teilmenge U C M heifit offen, wenn alle
i(U) C U; offen sind. Die Abbildungen ¢; o gpj_l heiflen Koordinaten-
wechsel oder Kartenwechsel.

Die Menge M heifit differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension
m, falls die dadurch bestimmte Topologie® Hausdorffsch und parakom-
pakt ist.

BEMERKUNG 3.03. Die Forderung an die Topologie, parakompakt zu
sein, ist jedenfalls dann erfiillt, wenn wir hochstens abzédhlbar viele Kle-
beabbildungen verwenden. Diese Eigenschaft wird in dieser Vorlesung
nicht verwendet werden und ist dquivalent zur Giiltigkeit von 4.65.

BEIsSPIEL 3.04. Die Forderung an die Topologie, Hausdorffsch zu sein,
schlieft das ‘verkehrte Zusammenkleben’ der Kartenumgebungen aus:
Verkleben wir Uy = (0,2) und U; = (4, 6) mittels ¢4 : (1,2) — (4,5),
©12(z) = x + 3, so erhalten wir eine differenzierbare Mannigfaltigkeit
homoomorph zum Intervall (0, 3).

Verkleben wir U; = (0,2) und Uy = (5,7) mittels ¢12 : (1,2) —
(6,7), pr2(x) =x+5, so ist M kein Hausdorff-Raum, weil jede Umge-
bung von [1]. mit jeder Umgebung von [6]. einen nichtleeren Durch-
schnitt besitzt.

3Dass durch diese Definition von ‘offenen Mengen’ tatsédchlich eine Topologie
bestimmt ist, ist eine leichte Ubungsaufgabe.
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BEISPIEL 3.05. Ist M eine Teilmannigfaltigkeit des R", so iiberdecken
wi sie duch Kartenumgebungen V;, mit Karten ¢; : V; C M — U,;, die
Umkehrungen von lokalen Parametrisierungen sind. Die Abbildungen
Yij = pj o ¢; ! ergeben dann Klebedaten. Die Relation ‘~’ ist nichts
anderes als die Gleichheits-Relation fiir Punkte in M. Die offenen Men-
gen V; bzw. U; sind durch die Abbildungen ¢;; aneinandergeklebt. Als
differenzierbare Mannigfaltigkeit entsteht M selbst.

3.2. Tangentialvektoren und Abbildungen. Ab jetzt wollen wir
auch fiir m-dimensionale TMF M des R"™ den Begriff einer Karte (au-
Ber dort, wo es explizit erwdhnt wird) so verstehen, dass durch die
Kartenabbildung ¢, eine offene Teilmenge von M auf eine offene Teil-
menge U; des R™ abgebildet wird. Wir finden solche Karten durch
Einschrinken der ‘alten” TMF-Karten auf M, oder durch Umkehren
von Parametrisierungen.

DEFINITION 3.06. (Koordinatendarstellung) Seien M, N differenzier-
bare Mannigfaltigkeiten mit Karten ¢, : U; € M — R™ und ¢}, : U}, C
N — R”. Fiir die Abbildungen
f:M—-R ¢:RF—=M, h:M—N
betrachten wir die Koordinatendarstellungen
f=¢of, G=goy;', h=g,ohop;’

Die Abbildungen f, g, h heilen differenzierbar (C"), wenn ihre Koordi-
natendarstellungen diese Eigenschaft haben.

SarTz 3.07. Die Differenzierbarkeit ist wohldefinierter Begriff, d.h. er
héingt nicht von der speziellen Wahl der Karten ab. Fir Teilmannigfal-
tigkeiten stimmen die hier definierten Begriffe mit den friher definier-
ten tiberein.

DEFINITION 3.08. (Kurve, Tangentialvektorraum,) Eine differenzierba-
re Abbildung ¢ : I — M heifit Kurve, ihre Koordinatendarstellung sei
mit ¢ = ¢ o o. Ein Tangentialvektor X, im Punkt p € M ist eine Aqui-
valenzklasse von Kurven mit ¢(0) = p, deren Koordinatendarstellung
dieselbe Ableitung besitzen. Wir schreiben
X, =¢0) <= X, =dp(X,) =¢0).

Damit gibt es einen Vektorraum T, M = dyp~*(R™) von Tangentialvek-
toren (Tangentialvektorraum)

DEFINITION 3.09. (Richtungsableitung) Sei f : M — R und X, =
¢(0) € T,M. Die Richtungsableitung in Richtung X, ist definiert als

d d
Xp(f)::% foc=— fogpflogooc:%tzofog

SATZ 3.10. Die Richtungsableitung ist wohldefiniert. Es gilt
Xp(f+9)=Xpf +Xpg, Xp(f9) = (X,f)g + [(Xpg)
(Xp +Yo)f = Xpf + Yo f, (AXp)f = AKX, f),

BEWEIS. Das folgt direkt aus den entsprechenden Regeln fiir Rich-
tungsableitungen im R™. ([l

t=0 t=0
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DEFINITION 3.11. (Differential einer Abbildung) Das Differential df,,
einer Abbildung f : M — N im Punkt p ist gegeben durch

d d(foc)
%C(O) - = (0).

Das gilt fiir alle Kurven in M mit ¢(0) = p.

dfp . TpM — Tf(p)N,

LEMMA 3.12. Das Differential ist wohldefiniert. Fir Karten o, fir
M, N gilt
™ —Y TN

W |

v L. T
d.h. die Koordinatendarstellung des Differentials ist gleich dem Diffe-
rential der Koordinatendarstellung.

BEWEIS. Seien ¢, ¢’ Karten fiir M, N erhalten dy’(df (v)) = %’ho(go'Ofoc) =
~ o -1 : s T - L.

und ¢ = poc, [ = <§’ ofoeT Mit 4| (fo?) = df(c(0)). Damit ist df

v = ¢(0) ist df(v) = E‘t:o(f oc). Wir wohldefiniert und linear. O

wenden ¢’ auf diese Gleichung an und

FOLGERUNG 3.13. ‘Alle lokalen Aussagen’ iber differenzierbare Abbil-
dungen f: U CR™ — R™ gelten auch fir f : M — N (2.B. der Satz
iber die Umkehrfunktion und der Satz tiber implizite Funktionen).

BEMERKUNG 3.14. Die Klebeabbildungen ¢;; sind hier immer C*°.
Wiren sie nur C" (und M damit eine C"-Mannigfaltigkeit), so wére
die Differenzierbarkeit von Abbildungen aus und nach M nur bis zu C”"
sinnvoll definierbar. Abgesehen von der grofleren Bequemlichkeit von
C>-Mannigfaltigkeiten kann man zeigen, dass es keinen Sinn macht,
endliche Differenzierbarkeit zuzulassen — man erhélt dieselben Man-
nigfaltigkeiten, nur mit ungeschickter gewéhlten Karten. Bei Teil-Man-
nigfaltigkeiten ist es sinnvoll, endliche Differenzierbarkeiten zuzulassen.

3.3. Vektorfelder und Integralkurven.

DEFINITION 3.15. (Vektorfeld) Eine Abbildung X : p € M — X, €

T, M heifit Vektorfeld. Ist ¢ eine Karte fiir M, so heif3t X = dpoXop™l
die Koordinatendarstellung von X. Differenzierbarkeit von X ist iiber
Differenzierbarkeit der Koordinatendarstellung definiert.

BEISPIEL 3.16. Ist ¢ eine Karte fiir M, so sind durch ¢ die Vektorfel-
der 01, ..., 0,, bestimmt, deren Koordinatendarstellung die kanonischen
Basisvektoren des R™ sind. Die Interpretation von Tangentialvektoren
als Richtungsableitungen sagt hier fiir eine Funktion f : M — R und
ihre Koordinatendarstellung f = f o ¢:

0 ~
@:9)0) = 5, Few)
Ein allgemeines Vektorfeld hat die Form

X:ijﬁj <~ Xp:
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Wir schreiben X = 270; und X f = 279, f.

DEFINITION 3.17. (Lie-Klammer) Sind X = 270; und Y = 479,
Vektorfelder, dann heif3t das Vektorfeld
(X, Y] := (270,4" — 47 0;2%) 0,

die Lie-Klammer (oder Poisson-Klammer) von X und Y. Man beach-
te, dass 9;y* die Richtungsableitung der Funktion y* lings der i-ten

Koordinate bedeutet, d.h. 9;y* = du’:.

LEMMA 3.18. Die Lie-Klammer hat die folgenden Eigenschaften:
(1) [XY]f—XYf—YXf
2) 16,9, =
B) [XY]= [YX] [X,X]=0
4) (XY Z+[Y,[Z2,X]]+[Z[X,Y]]=0
(1) sagt der Differentialoperator 2. Ordnung X oY —Y o X ist in Wahr-
heit eine Richtungsableitung lings des Vektorfeldes [X,Y]. (2) sagt, die

Basisfelder kommutieren. (3) ist Antisymmetrie, und (4) ist die Jaco-
bi-identitt.

BEWEIS. (1) zeigt man in lokalen Koordinaten:
(X, Y]f = (¢°8i* — y' 82" ) f.
X(Yf)= X4 0hf) = 2"0;(y" O f) = 2'0y Op f + "9 0,0k f.
Y(Xf) =y 0ix"Ohf + y' 2" 0,0k f.
(1)==(2) ist der Satz von H. A. Schwarz: 0;0;f — 0;0;,f = 0. (1)==(3)
ist trivial, und (1)==-(4) folgt durch Einsetzen und Addieren:
X[V, Zf =X[YZ2|f-[YZIXf=XYZf-XZYf-YZXf+ZYX].
Offenbar ist die Summe [X[Y, Z]|f + --- gleich 0. O

DEFINITION 3.19. (Integralkurve, Flufs) Eine Kurve c ist Integralkur-
ve des Vektorfeldes X, wenn ihre Ableitungsvektoren ins Vektorfeld
gehoren, d.h. ¢(t) = Xcq. Ist ¢ Integralkurve mit der Anfangsbedin-
gung ¢(0) = X,, dann definieren wir Fl%(p) = Flx(p,t) := c(t). Die
Abbildung Fly heifit der Fluss des Vektorfeldes.

SATZ 3.20. Integralkurven sind durch einen Punkt c(ty) und das Vek-
torfeld eindeutig bestimmt. Der Fluss ist genauso oft differenzierbar wie

das Vektorfeld.

BEWEIS. Das ist eine andere Formulierung von A.21 iiber die Losungen
von Differentialgleichungen. 0

LEMMA 3.21. Ist ¢(t) Integralkurve, so ist ¢(t) := c(t + to) ebenfalls
Integralkurve, falls definiert. Falls definiert, gilt

FIx o Fly (p) = FIY" (),

BEWEIS. (4c)(t+to) = (£¢)(t), d.h. auch ¢ erfiillt die Differentialglei-

chung ¢ = X, ). Damit ist ¢ Integralkurve. Die zweite Aussage ist eine
andere Formulierung der ersten. O
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SATZ 3.22. Sind )?,}7 die Koordinatendarstellungen von Vektorfeldern
XY, so gilt

e~

[X,Y]=[X,Y], Flsop=¢poFl,

Fiir Vektorfelder, )?,17, die in einer offenen Menge des R™ definiert
sind, gilt

t s s t v
F1Z oFI3(p) — FI5 o Fl(p) = st[X, Y], + - -+,
und es kommen in der Taylorreihe nur gemischte Glieder vor.

BEWEIS. X = 27 0j <= X =gl 5j, wobei 51, e 5n die kanonischen Basisvektoren
im R" sind. Damit ist die Definition von [, | fir X,Y und X , Y dieselbe, und der
Fluf} vertauscht mit der Karte.

Die Taylorreihe von Fl} oFl%, wird nun im Koordinatengebiet berechnet, wir
schreiben aber nur X,Y anstelle von )~(73~/ O.B.d.A. sei p = 0. Sei ¢(s,t) =
Fl o F15, — FI§ o Fl%, und seien ¢(t) = F1%(0) und Td(s) = F15,(0) die von 0 aus-

gehenden Integralkurven von X und Y. Dann ist %S’f (0,0) = jsrr —o¥(0,8) =0
fiir alle 7, und analog 83;? (0,0) = 0. Damit sind die Koeffizienten (r,0), (0,r) der
Taylorreihe von (s, t) bestimmt. Fiir den Koeffizienten (1,1) berechnen wir
tatll d 0 d 0
0,0 :—‘ (7 FIS o F14 (0)) — - (7 FI, o FIS o)
85815( ) dtli—o\dsls—o ¥ ° x( )> dsls=0\t =0~ X ° v(©)
d d d d
el Y t —_ 7‘ X s = - X I Y d
dtli—o” "% O 7 gl TPV O T gy +=0 °CT ds <=0 °
Oyt 5 0z 1.k 1,k

SATZ 3.23. [X,Y] =0 <= Fl{oFl; = FIj oFl}.

BEWEIS. ‘<=’ folgt aus 3.22. Um die Umkehrung zu zeigen, tun wir folgendes: Sei
z(t) = Fli(p) die FluBlinie von X durch p. Wir mochten zeigen, dass die Vektor-
felder d,(F1%)(Y,) := Y, () und Y, ;) lings z(t) gleich sind. Wir rechnen in einem
Kartengebiet, und unter der Ableitung eines Vektorfeldes (c(t);v(t)) verstehen wir
den Vektor dv/dt.

d?w(t) d t d t t d t 37
= — dF15(Y,) = —| dFlxodFIQ(Y,) =—| dFIxY,,.
dt  li=to  dtli=t, x(¥) dtli=o = % ° x(¥) dtle—o = X7t
d.h. ?m(t) erfiillt die Differentialgleichung
dy’ —
— = K(Y
o (Y

mit der von ¢ abhingigen linearen Abbildung K; = %‘t:o(d F1%).(10)- Betrachte
nun das Vektorfeld Y, lings der Flullinie z(t) = F1% (p) und leite es ab:

le(t) a 8 ,
== 47| FlyoFl t
dt =0~ 9tli=0dsls=o” ¥ ° X (2(to))
0 0 .
- &L:og s=0 Fl oF15 (x(to)) (wegen [X,Y] =0)
0
T ot t:odFlg{(Yz(tO)) = Kt(Ya(t))-

Fiir die letzte Zeile haben wir %(f oc) = df(%c) angewandt, mit f = Fly und
c(s) = Fly (z(to)). Wir sehen, dass Y ) und Yy dieselbe Differentialgleichung
erfiillen. Bei ¢ = 0 stimmen beide Vektorfelder iiberein, also sind sie gleich.

Wir haben somit gezeigt, dass dFltX das Vektorfeld Y in das Vektorfeld Y
iiberfithrt. Damit fiihrt Flfx die Integralkurven von Y in Integralkurven von Y iiber:
Ist c(s) die Integralkurve von Y mit ¢(0) = p, so ist Fl oc(s) die Integralkurve von
Y durch Flk (p), d.h. Fl o FI3,(p) = FI§ o Fl (p). O



30 J. WALLNER

3.4. Tensorfelder. Wir haben bisher verschiedenen Abbildungen de-
finiert, die Tangentialvektoren als Argumente besitzen (z.B. das Skalar-
produkt auf einer Flache im R", oder das Differential einer Abbildung).
Um diese verschiedenen Abbildungen einheitlich behandeln zu kénnen,
definieren wir den Begriff des Tensorfeldes auf einer differenzierbaren

Mannigfaltigkeit.

DEFINITION 3.24. (Linearform, Multili-
nearform) Ist f : V"™ — R in jedem
Argument linear (d.h. es gilt

flry, o e 4+ pyiy -y )
:)‘f(xlw"?xiw"azn)
+:u’f(x17"'7yla"'7xn))v

so heif3t f eine Multilinearform. Die Mul-
tilinearformen bilden einen Vektoraum,
der mit @" V* oder £, (V) bezeichnet

wird.

BEISPIEL 3.25. Der Dualraum von V be-
steht aus den Linearformen auf V', und
es ist V* = 8, V. Beispiele fiir Elemente
von 25V (dem Vektorraum der Bilinear-
formen) sind die Skalarprodukte.

Ein Vektor x € V kann als Linear-
form auf dem Dualraum V™* interpretiert
werden: Sein Wert x(a*) auf einer Line-
arform a* ist definiert durch a*(z). Ei-
ne lineare Abbildung L : V' — V kann
als bilineare Abbildung auf dem Produkt
V x V* interpretiert werden: Ist x € V,
a* € V*, so ist L(x,a*) definiert durch
a*(Lz). Das fithrt zu der folgenden, all-
gemeineren Definition:

DEFINITION 3.26. (Tensor) Eine mul-
tilineare Abbildung V" x (V*)* — R
heifit ein Tensor der Stufe (r, s), oder ein
r-fach kovarianter, s-fach kontravarian-
ter Tensor. Der Vektorraum dieser Ab-
bildungen wird mit ®" (V*)®@&* V oder
TV bezeichnet.

BEIsPIEL 3.27. Linearformen, Bilinear-
formen, Vektoren, und lineare Endomor-
phismen sind Tensoren der Stufen (1,0),
(2,0), (0,1), und (1,1).

DEFINITION 3.28. (Tensorprodukt) Sind
g1, g2 Tensoren der Stufen (r1,s;) und
(ra, s2), so ist der Tensor g1 ®gs der Stufe
(r1 + ro, 81 + s2) definiert durch

G ®ge(z1...,y1...,a]...,b7...)
=qi(z1...,a7...)g2(y1...,b7...).

BEMERKUNG 3.29. (Basis, Koordinaten,)
Sei ey,...,e, eine Basis in V und e'*,
, e"* die dazu duale Basis (d.h.

e (ej) = 8i;)-

Dann bilden die n" ¢ Multilinearformen
eil*®...®eir*®eh ®--®ej,
eine Basis von 2,V. Eine Multilinear-

form g € 87V kann man in der Form
Doglliher e adr e e g,

schreiben. gj!”/* heiBen die Koordina-

ten von g. Man erhélt sie durch Auswer-
ten von g auf den Basisvektoren von V
und V*:

j17"-7j5 — .
iv,... i = g(€iy, -

Das Auswerten von g auf r Vektoren
x1,...,x, mit Koordinaten (z%'), ...,
(zir) (jeweils ix = 1,..., n) und s Line-
arformen a'*, ..., a** mit Koordinaten
(aj,), -, (a3,) (eweils jr, = 1,..., n),
erfolgt durch

. o1k Jsk
e el el

g(z1,...,a5,...) =

= gl et a0 as

Beim Rechnen mit Tensoren verwen-
den wir die Einsteinsche Summenkon-
vention: Es wird iiber jeden Index, der
zweimal, einmal oben und einmal unten,
vorkommt, von 1 bis n summiert. In der
obigen Summe kénnte man das Summen-
zeichen also auch weglassen.

Die Koordinaten eines Produkts sind
offenbar gleich den Produkten der ein-
zelnen Koordinaten: Haben g, h, g ® h
die Koordinaten g, h', k-, so ist

kil ----- lsy4sg _ U1,eeslsy hi2 ----- s

1y 4y i1, ...

DEFINITION 3.30. (symmetrische Tenso-
ren, alternierende Tensoren) Eine Mul-
tilinearform ¢ € £,(V) ist symmetrisch,
wenn ihr Wert nicht von der Reihenfol-
ge der Argumente abhingt. Sie ist al-
ternierend, wenn fiir eine Permutation
o:{l,...;r} = {L,...,r} gilt

g(va(l)a cee 7v0(7‘))

=sgn(o) - g(vi,...,vp).



DIFFERENTIALGEOMETRIE 31

DEFINITION 3.31.  (Alternante, Keil-
produkt) Fiir Multilinearformen g, gy,
.., vy ist die Alternante o (g) definiert
druch

A (g)(v1, ..., vr)
= Z sgn(a) g(vo‘(l); ey Uc’(’l"))'
oES,
Das Keilprodukt ist definiert durch
DN NGr= (1@ R gp).

DEFINITION 3.32. (Tensorfeld, Koordi-
naten fiir Tensoren) Wir betrachten eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit M und
eine Abbildung g, die jedem p € M ein
Element g, € T, (T, M) zuweist.

Eine Karte ¢ : M — U definiert Basis-
felder 01,...,0,. Sei (dx!,... dz") die
zu (O1,...,0,) duale Basis im zu T,M
dualen Vektorraum. Durch Auswerten
von g, auf 9; und dz’ erhilt man die
Koordinatenfunktionen
M —- R

Jis-- 7.7a
g7,1

von ¢. g ist dlﬁerenzierbar, wenn alle
Koordinatenfunktionen es sind. In die-
sem Fall heifit ¢ ein (r, s)-Tensorfeld in
M. g kann als Linearkombination g =
Sgltldat @ @dai®0;, @ -®0;,

geschrieben werden.

.....

DEFINITION 3.33. (Tensorbiindel) Die
Vereinigung aller 7 (T,M) heifit das
(r, s)-Tensorbiindel 3, M iiber M.

BEISPIEL 3.34. Die Abbildung p — (, ),
ist ein (2,0)-Tensorfeld auf einer Fliche
im R™. Die Koordinaten von (,) sind
9ij = <81782>'

Ein Vektorfeld V ist ein (0, 1)-Tensor-
feld. Sind v? die Koordinaten von V, so
ist V = v79;. Fiir die Koordinatenfunk-
tionen v’ gilt v/ = V (da?).

Satz 3.35. (Koordinatenwechsel) Sei-
en p, ¢ Karten und seip : R" — R™,
o= @o(¢)7 Sei (25/(p)) die Ma-
triz der partzellen Ableztungen vom P im
Punkt ©'(p), und xz/(p) die Matm'a: der
partiellen Ableitungen von 1/) z'm Punkt

ol undgj,l’ “I: Koordi-

©(p). Seien g7!

naten eines Tensorfeldes g bezuglzch der
Karten o, ¢'. Dann ist

. 1, J1yeees js
11 i T Jsgll i (p)-

BEISPIEL 3.36. Ist V = v79; = v/ 9
ein Vektorfeld mit seinen zwei Koordi-

natendarstellungen beziiglich der Karten
j/

0, ¢, so ist vi = il Tst () =
gk dzd @ da® = gy dzd’ @ daz*', so ist
Gjrkr = gjkxg,xz, (vgl. den Beweis zu
1.67).
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4. RIEMANNSCHE GEOMETRIE

4.1. Mannigfaltigkeiten mit Riemannscher Metrik. In diesem
Kapitel ist M, falls nicht anders erwédhnt, eine m-dimensionale diffe-
renzierbare Mannigfaltigkeit.

DEFINITION 4.01. (Riemannscher Raum, Skalarprodukt) Ist in jedem
Tangentialvektorraum von M ein positiv definites Skalarprodukt gege-
ben, sodass die Funktionen g¢;; : M — R, p +— (09;,0;) C” (r > 0) sind,
so heiit (M, ( ,)) Riemannscher Raum, und ( , ) heifit Riemannsche
Metrik.

BEMERKUNG 4.02. Man betrachtet mitunter (siehe Kap. 6) auch nicht
positiv definite symmetrische Bilinearformen, welche zu den Pseudo-
Riemannschen Rdumen, und schiefsymmetrische Bilinearformen, die zu
symplektischen Rdumen fithren.

BEISPIEL 4.03. Die folgenden sind Beispiele von Riemannschen Réum-
en:

e Ist M C R" eine TMF und ( , ) das kanonische Skalarprodukt des
R™, so macht die Einschriankung von ( , ) auf TM die Teilmannigfal-
tigkeit M zu einem Riemannschen Raum. Ist g : U — M eine lokale
Parametrisierung, dann sind die Funktionen

1= 10,00 = (24, 29

oul’ Ouk
die Koeffizientenfunktionen der Riemannschen Metrik beziiglich der
Karte g~
e Ist M eine differenzierbare (Teil-)mannigfaltigkeit, parametrisiert
durch g : U C R™ — M, und sind g;; : U — R differenzierbare Funk-
tionen so, dass (g;x(p)) fiir alle p € U eine positiv definite symmetrische
Matrix ist, dann macht die Definition

(0, 0) = gji, d.h. <vj8j,wk8k>p = vjwkgjk(p)

(M,(,)) zu einem Riemannschen Raum.

o Ist f: M — M’ eine reguldre Abbildung und (M’,( , )) ein Rie-
mannscher Raum, so ist (v, w) := (df (v), df (w)) eine Riemannsche Me-
trik auf M (‘Pullback’ von ( , ))

e Ein mechanisches System hénge von n Parametern ab, und die
Menge seiner Zusténde sei als eine n-dimensionale differenzierbare MF
modelliert. Fiir eine lokale Parametrisierung mit Koordinaten u!, ..., u®
sei die kinetische Energie eine quadratische Form in den Ableitungen
der Parameter: T'(ul,... u™ a', ..., 4") = gp(u', ..., u™)@/d¥. Dann
ist (v,v) :=T(v), (v,w) := (T(v+w) — T(v) — T(w)) eine Riemann-
sche Metrik in M.

DEFINITION 4.04. (Bogenlinge, Energie) Ist (M, ( ,)) ein Riemann-
scher Raum und ¢ : I — M eine Kurve, dann sind

L ::/ Ve, éydt und  E° ::/ (¢,¢)dt
[a,b] la,b]

die Bogenlénge und die Energie von ¢ im Intervall [a, b].
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BEMERKUNG 4.05. Die Bogenlénge ist invariant unter Parametertrans-
formationen (vgl. 1.06), die Energie nicht.

LEMMA 4.06. LY(c)? < |b—al- E%(c) mit genau fiir (¢,¢) = const.

BEWEIS. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung in einem Vektorraum
V' mit positiv definitem Skalarprodukt lautet (v, w)? < (v,v)(w,w)
mit Gleichheit genau fiir v, w linear abhéngig. Wir setzen V' = Cla, b],
(f,9) = fab ft)g(t)dt, v =1, w = (¢ ¢). Daraus folgt direkt die Be-
hauptung. O

SATZ 4.07. Angenommen, es gibt eine kiirzeste Verbindung ¢ der Punk-
te p,q in der Klasse 6, , der stickweise differenzierbaren Kurven mit
c(a) = p und c(b) = q (d.h. ein Minimum von L%). Dann ist 0.B.d.A.
lé]l = const, und ein solches c ist auch Minimum von E°. Unter densel-
ben Voraussetzungen ist jedes Minimum ¢ von E° auch ein Minimum
von LY, und ||¢|| = const.?

Fiir den Beweis siehe S. 46

4.2. Zusammenhinge und die kovariante Ableitung. Wir wollen
uns nun mit der Frage beschéftigen, in welcher Beziehung die Vektoren
in den einzelnen Tangentialrdumen einer differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit zueinander stehen. Wir méchten z.B. gerne die Anderung eines
Vektorfeldes langs einer Kurve messen. Im euklidischen Raum steht fiir
solche Zwecke die gewohnliche Ableitung zur Verfiigung. In der Diffe-
rentialgeometrie wird stattdessen der Begriff des Zusammenhangs ein-
gefiihrt, der es erlaubt, Vektorfelder abzuleiten.

DEFINITION 4.08. (affiner Zusammenhang) Sei M eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit. Eine Abbildung, die zwei (C"-) Vektorfeldern X, Y
ein neues (C"!-) Vektorfeld VxY zuordnet, heifit affiner Zusammen-
hang in M, falls gilt:

e VyY ist additivin X undin Y

o VixY = fVUxY fiir f: M — R.

o Vx(fY)=Xf-Y+ f-VxY (Produktregel)

BEMERKUNG 4.09. (Christoffelsymole) Sei ¢ : M — U eine Karte und
seien 0y, . . ., 0, die dazugehorigen Basisfelder. Wir schreiben V; := Vjp, .
Dann ist

V0, = ngal.
Die Funktionen I',, : M — R heifien die Koeffizienten oder Christof-
felsymbole des Zusammenhangs V. In Koordinaten wird VxY wie folgt
berechnet:

X = l’jaj, Y = yj(?j
j k j l i, k1l
= VxY = 2'V;(y"0r) = (27059 + 2y"T7,;,) 0,

d.h. in den Wert von VxY in einem Punkt p geht von X nur der Wert
in p ein.’?

4Zur Existenz von kiirzesten Verbindungen siehe 4.58. Der Schlufl, dass jedes
Minimum von E% auch ein Minimum von LY gilt auch ohne die Voraussetzung der
Existenz einer kiirzesten Verbindung

5V ist kein Tensorfeld, weil von Y nicht nur Werte, sondern auch Ableitungen
eingehen.
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DEFINITION 4.10. (kovariante Ableitung) Fiir ein Vektorfeld Y heifit
Vx,Y = (VxY),

kovariante Ableitung von Y nach X,,. Ist V(t) = v (¢)9;(c(t)) ein Vek-
torfeld entlang einer Kurve c(t) (d.h. ¢: I — M mit V(t) € T, M fiir
alle t € I) mit ¢ = 2%0y, dann sei

D dv' ki

V= (- it

dtv <dt + 0"’ >8l, genauer

D dv’ ki il

7’ =2 (& * i (Cho0)) @roc)

Wir nennen 2V die kovariante Ableitung des Vektorfelds V(¢) léngs
der Kurve c.

BEMERKUNG 4.11. Ist das Vektorfeld V(¢) lings der Kurve ¢ durch

Einschrénken eines in der Mannigfaltigkeit definierten Vektorfeldes 1%
gegeben (d.h. V(t) = Vi), so gilt offenbar
D ~

—V =V»V.
dt (t)
So ein Vektorfeld muss nicht existieren, z.B. wenn die Kurve ¢ nicht
injektiv ist.
FOLGERUNG 4.12.

D D D df

D D
ZWVAW)=ZV4HZW, Z(fV) =2V + [V
gV =gV gUV =gV

LEMMA 4.13. Jede beliebige Wahl der Christoffelsymbole Fék definiert
mittels VxY = (270;y' + xIy" - Fék)ﬁl einen affinen Zusammenhang.

BEWEIS. Man sieht sofort Vi, x,+,x,Y Skalare pi, o € R. Zur Produktregel:
= MVx,Y + oVx,Y und Vx(u1Ys + Vx(fY) = (xjajfyl + xjfykfék)al =
p2Y2) = mVxYi + paVxYs fiir belie-  (270;(f) y* + 27 fo,4% + ac]fy’fl"é-k)al
bige Funktionen A1;,As : M — R und = XfY + fVxY. O

LEMMA 4.14. Ist V(t) ein Vektorfeld lings einer konstanten Kurve
¢(t) = const = p, so stimmt %V tiberein mit der gewohnlichen Ableitung
von V (t) im Vektorraum T,M.

BEWEIS. Mit V = v(9)), gilt wegen z¥ = 0 nun 2V = ¢'0,. O

BEISPIEL 4.15. (flacher Zusammenhang) Ist M offene Teilmenge des
R™ und verwenden wir die identische Funktion als lokale Parametri-
sierung, so wird durch Fék = const. = 0, der flache Zusammenhang

. . D T d
definiert. Dann ist EV = EV.

BEISPIEL 4.16. (induzierter Zusammenhang) Ist M C R™ eine TMF,
p € M, so ist v € T,R" zerlegbar in einen Tangential- und einen Nor-
malanteil: v = V™8 4 "™ mit v**"& € T,M und v"™ L T,M. Wir
mochten gerne einen Zusammenhang definieren, fiir den die kovariante
Ableitung gleich dem Tangentialanteil der gewohnlichen Ableitung von
V(t) im umgebenden R™ ist:

D AV \ tang
Zy= (2= T M.
il (dt) €L
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Wir berechnen die Koeffizienten sz beziiglich einer lokalen Parametri-
sierung g : U C R™ — M:

829 tang !
aujauk> = Dl
Der durch diese Koeffizienten definierte Zusammenhang V heifit der
vom R" in der TMF induzierte Zusammenhang. Wir verifizieren, dass

tatsichlich obige Gleichung gilt. Sei ¢ : I — M mit ¢ = 2*0, o ¢ und
V = 0'9; 0 c. Dann ist

(%V)tang = (i}l@l oc+ Uk%((()k o c)>

Vﬁki(

tang

. 8 tan,
=010y o c) + V" (:pj(gﬁk) o c)) :

u

= @l(al oc)+ vkxj(l“ék oc)(foc)= %V

DEFINITION 4.17. (symmetrischer Zusammenhang) Der Zusammen-
hang V heifit symmetrisch, wenn VyY — VW X = [X|Y].

LEMMA 4.18. FEin Zusammenhang ist genau dann symmetrisch, wenn
fiir seine Koeffizientenfunktionen gilt ng = Fﬁcj.

BEWEIS. Sei V symmetrisch. Dann gilt [0;, 0] = 0, also V,0, = Vj,0;.
Umgekehrt berechnen wir VY —Wy X = (29 0;y' +27 YT, )0 — (17 02"+
Y’ :Ekf‘é-k)al = [X,Y] (wobei die Terme mit den Fék einander aufgrund
der Symmetrie wegheben). O
LEMMA 4.19. Der induzierte Zusammenhang ist symmetrisch.
BEWEIS. Ist g : U C R" — M eine lokale Parametrisierung, so ist

82_9 tang agg tang I .
ViOk = (8uj(3uk> N <8uk8u1> = Vidj = Iy = Ty

O

LEMMA 4.20. Ist V symmetrisch, dann gilt fiir jede C?-Abbildung f :
UCR?*— M, (u,v) — f(u,v):
2(%) _D (%)
ou\dv/  ow\ou/
BEWEIS. Sei ¢ : M — U eine Karte, 0y, ..., 0, Basisfelder und f =
po f die Koordinatendarstellung von ¢. Dann hat % die Koordinaten
(%_1;17 e aaiun), und es gilt:
Do o*ft ofi oft Do
__f — ( f + f f Fl'k>8l = __f
dv Ou oudv  Ou Ov "’ du Ov 0

4.3. Geoditische Parallelverschiebung.

DEFINITION 4.21. (Parallelverschiebung) Ist V ein stetiges Vektorfeld
langs einer stiickweise stetig differenzierbaren Kurve ¢ mit %V = 0 fiir
jedes stetig differenzierbare Segment von ¢, dann heifit V' Parallelfeld
langs c.
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BEMERKUNG 4.22. Anschaulich bedeutet %V = 0, dass sich der Vek-
tor V(t) fiir den Beobachter an der Stelle ¢(t) auf der Fldche ‘nicht
andert’. Ist V der induzierte Zusammenhang, dann heifit %V = 0, dass

der Tangentialanteil von %V verschwindet, d.h. die Anderung von V
senkrecht auf die Flache steht.

SATZ 4.23. Istpe M, V, e T,M, c: I — M mit ¢(0) = p, so existiert
genau ein Vektorfeld V(t) lings ¢ mit V(0) = V,, das ein Parallelfeld
15t.

BEWEIS. Es geniigt, die Behauptung fiir alle C'-Segmente von ¢ zu
beweisen, die vollstéindig in einer Koordinatenumgebung liegen. Der
allgemeine Fall folgt dann durch mehrmaliges Anwenden des Spezial-
falles. In Koordinaten gilt:

d )
V@)&tﬂmmdkm<:¢3?ﬂ+F%ﬂvk:0

Dies ist eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung fir V' (¢) und hat
bei gegebenem Anfangswert V' (0) eine eindeutige Losung fir alle ¢. [

DEFINITION 4.24. (geoddtische Parallelverschiebung) Sei V, € T,M
und ¢ : [ — M eine Kurve mit ¢(a) = p. Es existiert ein eindeutiges

Parallelfeld V' (¢) lings ¢ mit V(a) = V},. Die Abbildung
Pto(c) : ToyM — TuyM  V(a) — V (b)

heifit geoditische Parallelverschiebung bzw. Paralleltransport von a
nach b langs c.

LEMMA 4.25. Pt’(v) ist ein linearer Vektorraumisomorphismus mit
den folgenden Eigenschaften:

Pt,)(c) o Pt (c) = Pty (c)

Pt, o Pt,(c) = Pti(c) = id.
BEWEIS. Die Losung einer linearen Differentialgleichung héngt linear
von den Anfangswerten ab, was die Linearitdt von Pt; fiir eine Kurve
zeigt, die innerhalb einer Koordinatenumgebung liegt. Durch Iteration

erreicht man so beliebige Punkte ¢(t). Die Aussage iiber die Verkettung
ist klar aus der Definition. O

LEMMA 4.26. Der Paralleltransport lings einer Kurve ist unabhdngig
von Parametertransformationen, d.h. Pt2(co~) = Ptzgz)) (c).

BEwELs. Mit ¢ = 279; gilt B = (% + 27T 0 0)8), PR = (d”;%"yﬂL
(27 ony) 40k (Fék o co7))0;. Diese beiden Gleichungen ergeben
., DV D(V o~y
07| =T
t=7(u)
Wegen 4 # 0 ist nun DV/dt = 0 dquivalent zu D(V o~)/dt =0. O

Es gibt noch einen weiteren, direkten, Zusammenhang zwischen geo-
détischer Parallelverschiebung und der kovarianten Ableitung:

LEMMA 4.27. Ist X(t) ein Vektorfeld lings der Kurve c(t), so ist
DX 1

—=(0) = lim - (P{(c)X (1) = X(0))
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BEWEIS. Sei F, ..., E, eine Basis von Tyq)M und Ey(t),. .., E,(t) die
durch geodétische Parallelverschiebung entstehenden Basis von Ty M.
Sei ferner X (t) = a°(t)E;(t). Pt} ist eine lineare Abbildung, also ist
Pt)(c)(X (t)) = 2*(t) E;(0). Wir leiten ab:

D . D

dt dt
N——
=0
) et 0 .
— QX(O) = lim MEZ(O) = lim Pt ()X (1) X(O)‘
dt t—0 t—0 t |:|

DEFINITION 4.28. (Holonomiegruppe) Sei €' die Menge aller stiick-
weise glatten Kurven ¢ : [0,1] — M mit ¢(0) = ¢(1) = p. Sei %, das
System der offenen Umgebungen von p. Dann heiflen

H,:={Pty(c) [c€ €M} und Hy:= (] {Pty(c)|c€E}
Uc,

die Holonomiegruppe bzw. die lokale Holonomiegruppe von p.

SATz 4.29. Sind p,q € M und ist ¢ : [0,1] — M eine stickweise glatte
Kurve mit ¢(0) = p und ¢(1) = ¢, so ist H, = Pté(c)_lquoPté(c), d.h.
die Holonomiegruppen von Punkten derselben Zusammenhangskompo-
nente von M sind zueinander konjugiert.

BEWEIS. Sei ¢ € ‘KqM. Dann ist ¢ + ¢ +
cte %pM, wobei ¢ + &+ ¢! den Weg
symbolisiert, der entsteht, wenn man zu-
erst ¢ von p nach ¢ durchliuft, dann

den Weg ¢, und anschlielend auf ¢ durch

Umkehrung des Weges von ¢ nach p
zuriicklauft, und abschliefend noch ei-
ne Parametertransformation durchfiihrt,
sodass der entstehende Weg in [0,1] de-
finiert ist. Ebenso folgt aus ¢ € H,,, dass

cl'+¢+ceH,. O

4.4. Riemannsche Zusammenhinge. Man mochte gerne, dass der
Paralleltransport von Vektoren ldngs einer Kurve in einer Riemann-
schen Mannigfaltigkeit Léngen und Winkel nicht &ndert:

DEFINITION 4.30. (Riemannscher Zusammenhang) V heift Riemann-
scher Zusammenhang, wenn der Paralleltransport ldngs einer Kurve
eine isometrische lineare Abbildung ist, dass also fiir alle ¢ : I — M
und fiir alle v € Ty,)M gilt, dass || Pt2(c)v|| = ||v].

LEMMA 4.31. Die folgenden vier Aussagen sind dquivalent:

(1) V ist ein Riemannscher Zusammenhang

(2) XY, Z) =(VxY,Z) + (Y,VxZ) (Produktregel).

(3) LV, W) = (BV,W)+(V, ZW) fiir alle Vektorfelder V (t), W (t)
langs derselben Kurve (Produktregel).

(4) Fiir eine Parametrisierung gilt Org; = T 90 + Tiygi-

BEWEIS. (1) = (3): Sei E1,, ..., E,, eine Orthonormalbasis in T),M
fiir ¢(0) = p und E;(t) ein Parallelfeld langs ¢ mit £;(0) = E;,. Dann ist
E\(t),..., E,(t) eine Orthonormalbasis in Tr.;) M. Wir setzen V = v/ E;,

W = w’E; und berechnen (V,W) = (v/Ej;, wEj;) = 377 v/w’. Dann



DIFFERENTIALGEOMETRIE 39

ist
D ¥ D D »
EV:vjEj—kvjd—tEj analog %W:ijj, —
d “~ . ... D D
Tand 1 adaid =
dt<v W) = E (Vw? +v'u?) = <dtv W) +(V, dtW>

j=1
(3) = (1) Sei V ein Parallelfeld lings einer Kurve. Zu zeigen ist, dass
V|| konstant ist — dann ist Pt{ eine Isometrie: 4(V,V) = (2V, V) +

(V, dtV> 0,V)+(V,0) =0.

(3) <= (4): Wir schreiben ¢ =}, 2ijo0c, V = > vdjoc, W= > wldj o c.
und setzen in beide Seiten von (3) ein:
d
—(V, W
dt< W)= dt
= (P! + vIit) g 0 c + vIw'z® (Dgy) o c

(va gji 0 ¢)

D D A .
<avv W) +({V, £W> = (0" + U%krfcj oc)w'gyoc
+ (' + v 2T o c)vigjioc
Offenbar ist (4) notwendlg und hinreichend fiir die allgemeine Giiltigkeit von (3).
(3) = (2): Um (2) fiir einen beliebigen Punkt p nachzuweisen, wihlen eine
Kurve ¢ mit ¢(0) = p und ¢(0) = X,. Dann geht (2) in (3) iiber.
(2) = (4): Wirsetzen X = 0, Y = 9;, Z = 0, und erhalten dy.g;1 = (T'},;0;, 91)+
(05,1%,0i) = Tt 90 + T1,95:- O

LEMMA 4.32. Der induzierte Zusammenhang in einer Teilmannigfal-

tigkeit ist ein Riemannscher Zusammenhang.

BEWEIS. Sei c: I — M eine Kurve und V' ein Parallelfeld ldngs ¢, d.h.
(jtV)tang = 0. Z.z. ist (V,V) = const. Wir berechen also 4(V,V) =
2V, LV = 2V, (4L V)tame) = 0. O

) dt dt

SATz 4.33. (Der Levi-Civita-Zusammenhang) In einem Riemann-
scher Raum existiert genau ein symmetrischer Riemannscher Zusam-
menhang.

BEwEIS. Wir verwenden Koordinaten beziiglich einer Karte und be-
rechnen #hnlich zu (2) = (4) im Beweis von 4.31:
Oigir = 0:(0;,0k) = (Vi0j, Ok) + (05, ViOk),
0;(01.05) = (Vjh, ) + (0. V1),
0i(0;, 0;) = (Vi0;, 0;) + (0;, Vi0;).
Man beachte, dass die unterstrichenen Ausdriicke gleich sind. Wir er-

halten

1
5(@‘@‘» Ok) + 0j(Ok, 0;) — Ok(0s, 0;))

= (Vi0j,0k) = (U3;01, 0k) = T
1
:>F£] = g”“é(&gﬂg + ajgzk — 8kgw)

D.h. die Koeffizienten Fék von V sind durch die Koeffizienten g;;, der
Metrik bestimmt. Umgekehrt kénnen wir die obige Formel zur Definiti-
on eines Zusammenhanges V beniitzen. Die Symmetrie von V folgt aus
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I'L, = T}, Die Relation (4) von 4.31 folgt direkt aus der Definition der
I‘ék, d.h. Vist Riemannsch. O]

BEMERKUNG 4.34. (geoditische Krimmung) Fir den induzierten Zu-
sammenhang einer (n—1)-dimensionalen TMF M C R" und eine Kurve

¢ : 1 — M haben wir mit v = [|¢]|, &1 = ¢/v, é1 = VK162 = V(K n+K,m),
m € T,M mit ||m]|| = 1:

D HD

—c1 = Vkgm —c1|| = vk,

a0 lat g

DEFINITION 4.35. (geoditische Kriimmung) In einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit ist die geodétische Kriimmung einer Kurve ¢ : I — M

definiert durch
/el

BEMERKUNG 4.36. Der induzierte Zusammenhang %V = (%V)tang ist
nach dem Satz von Levi-Civita durch die Metrik allein bestimmt. Alle
GroBen, die sich durch ( , ) und V darstellen lassen, sind nur von der
Metrik ( , ) abhéngig.

Insbesondere ist die geoddtische Kriimmung r, einer Kurve eine sol-
che ‘Grofle der inneren Geometrie’, was aus der fritheren Definition

nicht ersichtlich war.

D
wim B

4.5. Geoditische Linien. Wir betrachten ab jetzt nur mehr Rie-
mannsche und symmetrische Zusammenhénge.

DEFINITION 4.37. (geoditische Linien) Eine Kurve ¢ mit Z¢ = 0 heift
geodétische Linie.

FOLGERUNG 4.38. Flir eine geoddtische Linie gilt ||¢|| = const., denn
das Tangential- Vektorfeld von c ist ein Parallelfeld lings c. Weiters ist
kg = 0.

FOLGERUNG 4.39. Die Koordinatendarstellung ¢(t) einer geoddtischen
Linie erfillt die Differentialgleichung

c=(a'(t),...,a"(t)) = #F+Thi/i" =0 (I=1,...,n)
Umparametrisieren einer geoddtischen Linie mittels ¢(t) = c(At) er-
zeugt wieder eine geoddtische Linie.

BEWEIS. Wir setzen ¢ = (i, ...). Die Koordinatendarstellung der ko-
varianten Ableitung von ¢ lautet

(& + Tlydli*)o,.
Daraus folgt die erste Aussage. Die zweite folgt direkt aus der Tatsache,

dass die Koordinatendarstellung (z',...) = (z'(At),...) von ¢ ebenfalls
die Gleichung erfiillen. O

LEMMA 4.40. Friir jedes p € M existiert ein € > 0 und eine Umgebung
U wvon p, sodass fir g € U, ||v|]| < € und [t| < 2 die geoddtische Linie
c(t) mit ¢(0) = q und ¢(0) = v definiert ist.
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BEWEIS. Aus Satz A.21 folgt, dass es 47,
02, und eine offene Umgebung U von ¢
gibt, sodass die geodétische Linie c;(t)
mit Startwerten (g, v1) mit ¢ € U, ||v']| <

Wihlen wir nun & < §1d2/2, so ist
nach dem 1. Ergebnis die geodétische Li-
nie ¢z (t) mit Startwerten (¢, v) mit ||v]| <
¢ im Intervall (—2,2) definiert, denn mit

41 im Intervall (—ds,d9) definiert ist. v =128y gilt ea(t) = ¢1(dat). O

DEFINITION 4.41. (Ezponentialabbildung) Die Abbildung exp, aus
T,M in M ordnet einem Tangentialvektor v den Punkt ¢(1) der geoditi-
schen Linie ¢ mit ¢(0) = p, ¢(0) = v zu, soferne diese geodatische Linie
im Intervall [0, ¢] definiert ist.

FOLGERUNG 4.42. Fir die geoditische Linie c(t) mit ¢(0) = p und
¢(0) = v gilt c(t) = exp,(tv).

Fliir jedes p € M gibt es ein € > 0, sodass exp,(v) fir ||v| < e sicher
definiert ist.

LEMMA 4.43. Lokal um (p,0) ist exp, ein Diffeomorphismus aus T, M
nach M. Identifizieren wir T,M mit seinem Tangentialvektorraum bei
0, so ist das Differential der Exzponentialabbildung bei 0 ist die Identitdt:

(d exp,)o : TyM — T,M; (d exp,)o(v) = v.
BeEwEIs. Wir greifen auf die Definition von ‘Differential’ zuriick. Um
(dexp,)o(v) zu bestimmen, wihlen wir eine Kurve d(t) in T,M mit
d(0) = 0 und d(0) = v (z.B. d(t) = tv) und leiten die Bildkurve
exp,(d(t)) = exp,(tv) bei £ = 0 ab. Jene ist genau die geoditische
Linie ¢(t) mit ¢(0) = p und ¢(0) = v, also ist

(dexp,)o(v) exp,(tv) = v.

"t
Demnach ist (d exp,)o = idz, a7, und nach dem Satz iiber die Umkehr-
funktion ist exp, lokal um 0 ein Diffeomorphismus. U

SATZ 4.44. Fiir alle x € M existiert eine Umgebung U C M mit
x € U, so dass je zwei Punkte p,q € U durch eine geodditische Linie
c(t) mit ¢(0) = p, ¢(1) = q verbunden werden kénnen, und so, dass die
Anfangswerte ¢(0) und ¢(0) in differenzierbarer Weise von den Rand-
werten ¢(0) = p, ¢(1) = q abhdingen.

BEWEIS. Wir betrachten die Abbildung
F : TM — M x M, (pv) +—
(p,exp,(v)), d.h. die Abbildung ‘An-
fangswerte — Randwerte’ einer geodéti-
schen Linie.

Zu zeigen ist, dass F~! existiert und
differenzierbar ist. Wir verwenden eine
Karte Karte ¢:

(pv) —— (p,exp,(v))

I

R" x R" —£ , R* xR"

und bestimmen die Matrizen von dF, (p,0)
(mic1 der Notation exp, = ¢ o exp, o
de, ):

dF.0)

idgn 0

idgn (dexpy)o

idgn 0

idp~ idgn

Demnach ist F ein lokaler Diffeomor-
phismus und es existiert ein W C R,
sodass W x W eine offene Umgebung von
o x ¢ (F(z,0)) und F~'in W x W ein
Diffeomorphismus ist. Setze dann U =

e~ (W). 0
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DEFINITION 4.45. (geoditische Sphire) Die Menge exp,(r S*~') heifit
geodétische Sphéare vom Radius » um den Punkt p.

SATZ 4.46. (Lemma von Gaufl) Die geoditischen Sphdren sind fir alle
Radien orthogonal zu den vom Mittelpunkt ausgehenden geoddtischen
Linien.

BEWEIS. Sei v(t) € T,M, mit ||v(t)|| = 1, d.h. v(¢) ist eine Kurve in
der Einheitssphére S"~! C T,M. Sei f(r,t) = exp,(r v(t)). Die Kurven

t = const sind geodétische Linien, also ist [i g{ = 0. Weiters hat der

Ableitungsvektor der radialen geodétischen Linien konstanten Betrag:
of of of of Dof of
1 20{——,—) =
<8r 8r> - 8t<8r 8r> <dt(‘3r’8r>

Zu zeigen ist das Verschwinden von <g—{, g—{>. Wir zeigen vorerst nur
dass dieser Wert unabhéngig von r ist:

0 /0f of\ /D 0 Of af Dof\ /0f Dof\

8T<8T’ 8t> N <8r87" 8t>+ <8r’87’ 8t> N <87”dt 8t> N

Bei r = 0 kénnen wir das gesuchte Skalarprodukt auswerten:

(5 0= (arar)] L=
wegen f(0,t) = p = const. O

LEMMA 4.47. Sei c(t) = exp,(r(t)v(t)) mit ||v(t)|| = 1 und r(t) > 0,
d.h. ¢ ist eine Kurve mit ‘geoddtischen Polarkoordinaten’ r(t), v(t). In
einer Umgebung von p gilt

La(c) = [r(b) = r(a)]
mit Gleichheit genau dann, wenn v(t) = const. und r(t) monoton (d.h.
die Kurve ist bis auf Umparametrisieren eine geoddtische Linie).

BEWEIS. Sei f(r,t) = exp,(r-v(t)). Dann gilt

0 0 of o
c(t) = f(r(t),t), c'(t):f"a—“:—ka—{, <8£ 8£> 1.

Es folgt, dass
0= [ata= (G5 (GLa)
/|r|dt>|/rdt|— b) —r(a)l,

wobei Gleichheit genau dann auftrit, wenn <%, %) = 0 und 7 keinen
Vorzeichenwechsel besitzt, d.h. genau dann, wenn v(t) = const und (%)

monoton wachsend ist. [l

BEMERKUNG 4.48. Der obige Satz gilt offenbar auch fiir stiickweise
stetig differenzierbare r, v.

SATZ 4.49. Fiir alle p € M existiert eine Umgebung W C M, so dass
es fir alle q,v € W eine eindeutige kiirzeste Verbindung gibt. Diese ist
eine von q,r in differenzierbarer Weise abhdngige geoddtische Linie.
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BEWEIS. Wir betrachten eine Umge-
bung W von p, wo nach 4.44 fiir alle
q,7 € W die geoditische Linie exp,,(tv)
mit v = exp, ' (r) in differenzierbarer Art
und Weise von g und r abhéngt.

Wihle nun eine Umgebung W C W so
klein, dass ein ¢ existiert, so dass exp,(v)
fiir ||v|| < ¢ sicher definiert ist, und dass
W C exp,(fv € LM | o] < 5/2}).
Nach Konstruktion ist die Entfernung je-
des Punktes von W bis p < §/2, d.h. die
Entfernung von je 2 Punkten in W ist
< 4.

Jede von ¢ ausgehende Kurve hat an-
fangs die Form c(t) = exp,(p(t)v(t) (zu-
mindest solange p(t) < §). Dann ist nach
4.47 Li(e) > |p(t)] solange p(t) < 4,
ansonsten Lf(c) > 4, denn jede Kurve
muss anfangs die exp,-Bilder der konzen-
trischen Kugeln p-S™~! in T, M iiberque-
ren.

Nachdem je 2 Punkte ¢, von W durch
eine Kurve der Linge < § verbunden
werden konnen, diese Kurven daher ganz
von der obigen Form sind, kann man wie-
der 4.47 anwenden: Die kiirzeste Verbin-

dung von p nach ¢ ist die oben erwéhnte
radiale geoditische Linie, und man hat

d(p,q) = || expg ' (r)]- U

SATZ 4.50. Gibt es eine kiirzeste Verbindung von zwei Punkten p,q € M
in der Klasse der stickweise differenzierbaren Kurven, so ist diese (i)
glatt und (ii) eine geoddtische Linie.

BEWEIS. Eine solche kiirzeste Verbindung muss zwischen je zwei ih-
rer Punkte die kiirzeste Verbindung sein. Nach 4.49 ist sie zwischen
2 geniigend nahen Punkten differenzierbar und eine geodétische Li-
nie. U

BEMERKUNG 4.51. “Lange” geodétische Linien miissen keine kiirzesten
Verbindungen sein. Vgl. 5.27.

4.6. Die erste Variation der Energie einer Kurve.

DEFINITION 4.52. (erste Variation der Energie, kritischer Punkt) Sei
¢, eine differenzierbare Schar von stiickweise stetig differenzierbaren
Kurven, die alle im gemeinsamen Intervall [0, 1] definiert sind und durch
die Punkte ¢,(0) = p, ¢,(1) = ¢ gehen. Dann heift

d

du

die erste Variation der Energie der Schar c¢,. ¢ ist kritischer Punkt
des Funktionals E, wenn fiir alle Variationen ¢, mit ¢y = ¢ die erste
Variation der Energie verschwindet.

Eé (cu)

u=0

LEMMA 4.53. Fiir eine stiickweise C*-Kurve ¢ : [0,1] — M seien
0=ty <t < - <ty <t, =1 die Stellen, wo ¢ nicht C? ist.
Dann bezeichnen wir mit ¢*(t;) und ¢ (t;) den links- und den rechts-
seitigen Grenzwert von ¢. Sei ¢, eine Schar, die c fortsetzt, mit dem
Variationsvektorfeld

V(t) = % _Ocu(t)
Dann gilt -
% d% ~ Bjfe) =~ /01 (v, %¢> dt — Zj: (V(t), e () — e (1)),
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BewEs. Differentiation von E = [(¢,¢) dt ergibt 22 = [ 2 (¢ ¢) dt:

ou
0 D Oc, Oc,\ /D 0c, Oc,
a< ¢) = 2<auat 8t>_2<atau’8t>
d y0c, Ocy\ /D dec, Oc, dc, D Oc,
e o)~ G o) o)
i+ 0 dc, Ocy \ [ti+t “* s 0c, D .
— 5/,51 8 <C C>dt <%7 E> ti,u=0 _/tz <8u dtc> u:Odt.
Summation iiber ¢ = 0,...,n — 1 liefert die Behauptung. 0

SATZ 4.54. Die kritischen Punkte fir das Energiefunktional in der
Klasse der stiickweise C?-Kurven, die zwei Punkte miteinander verbin-
den, sind genau die geoddtischen Linien (d.h. sie erfillen die Gleichung
£é =0 und sich durchwegs C?).

BEWEIS. Sei c eine stiickweise C?-Kurve, die p mit g verbindet. Fiir je-
des beliebige Variationsvektorfeld V' ldsst sich eine dazugehorige Schar
finden, z.B. durch ¢,(t) = exp.q(u -V (t)). Fiir geoditische Linien ver-
schwindet die Variation der Energle wie direkt aus 4.53 folgt.

Sei umgekehrt c ein kritischer Punkt des Energiefunktionals und seien
0=ty <t <+ < tyhq <t, =1 die Stellen, wo ¢ nicht C? ist
Wir miissen zeigen, dass Dé¢/dt = 0 gilt. Wiahle zu diesem Zweck eine
nichtnegative Funktion f : I — R mit Nullstellen genau in den Punkten
t; und setze V = f - Dé/dt. Wir erhalten

dE ! D. D D
2 == t< >dt—0 — Ze=0.
du |, /0 TG o dt*
Um zu zeigen, dass ¢ keine Sprungstellen aufweist, wihle V' so, dass an
den Stellen t; die Gleichung V' = ¢* — ¢~ gilt, ansonsten beliebig. Wir
erhalten
dE
du |,

n—1

(6" (ts) = ¢ (i), 6 (8) = & (tia) ) = 0

i=1

Es folgt ¢* = ¢~ iiberall. Nachdem geoditische Linien durch Wert und
Ableitungsvektor an 1 Stelle eindeutig bestimmt sind ist ¢ eine durch-
gehende geoditische Linie. 0

4.7. Vollstandigkeit.

LEMMA 4.55. Wir verwenden die Definition des Abstandes d(p,q) von
zwei Punkten in 1.59 auch fiir Riemmansche Mannigfaltigkeiten M.
Falls M zusammenhdngend ist, ist (M,d) ein metrischer Raum.

BEWEIS. Symmetrie und die Dreiecksungleichung sind klar. Die Impli-
kation d(p,q) = p = q folgt aus 4.47, denn alle Kurven von p nach
¢ miissen die kleinen geodétischen Sphéren um p durchqueren. 0

LEMMA 4.56. Die Topologie von M stimmt der von der Metrik indu-
zierten tiberein.

BewEls. Wir iiberdecken M durch Kar- alle B(p, ) C M im Sinne der Metrik
ten exp, fiir alle p € M. Eine Basis fiir ¢ < E . Wegen 4.47 sind diese Men-
der Topologie von M sind alle ;-Urbil-  gen fiir geelgnet gewiihlte e) = e diesel-
der von B(0,e) € R" mit ¢ < &). Ei- ben, O
ne Basis der metrischen Topologie sind
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DEFINITION 4.57. (geoditisch vollstindig) (M, d) heifit geodétisch voll-
standig, falls jede geodétische Linie beliebig weit fortsetzbar ist (dann
ist insbesondere exp, fiir alle v € T, M definiert).

Wir kommen nun zu einem grundlegenden Satz betreffend die Voll-
stindigkeit von Riemannschen Réumen. Seine Aussage ist die Aquiva-
lenz von drei Eigenschaften eines Riemannschen Raumes (M, ( , )), von
denen sich eine auf M als metrischen Raum, die zweite auf Riemannsche
Geometrie, und die dritte auf die Topologie von M bezieht.

SATZ 4.58. (Satz von Hopf und Rinow) Sei (M,{ ,)) ein Riemann-
scher Raum mit der oben definierten Metrik d. Von den folgenden vier

Figenschaften

(1) (M,d) ist ein vollstindiger metrischer Raum

(i1) (M, ,)) ist geoditisch vollstindig

(11i) M hat die Heine-Borel-Eigenschaft

(iv) Je zwei Punkte p,q € M kionnen durch eine minimale geoddtische

Linie verbunden werden

sind (i)-(111) dquivalent und implizieren (iv).

BEWEIS. (ii) = (iv): Betrachte eine
kleine geodétische Sphére
5 = exp, (")

um p, und sei r der Punkt von S mit
minimalem Abstand von ¢. Dann ist
R:=d(p,q) = p+d(S,q) = p+d(r,q)

= d(r,q) = R — p.
Sei r = ¢(p) mit ¢(t) = exp(tv) (wobei
Joll = 1), und I = {t| d(c(t),q) = R—t}.
I ist abgeschlossen und p € I. Sei tg =
max I, p’ = ¢(tg). Wir wollen tg = R zei-
gen, denn dann ist d(c(tp),q) = R— R =
0 und c¢(tp) = ¢, d.h. es existiert eine ge-
odétische Linie, die p mit ¢ verbindet,
und deren Bogenlinge gleich d(p, q) ist.
Jedenfalls ist

d(plaq) =R-— tO-
Im Falle tg < R seien S’, p/, 7’ analog zu
S, p,r definiert, und es ist d(p’,r") = p/,
d(r',q) = (R —to) — p' analog zu oben,
und weiters ist

d(p,r") <d(p,p’) +p' <to+p.
Aus d(p,r") < to + p’ wiirde folgen, dass
d(p,q) < d(p,r") +d(r', q)
<t0+pl+R—t0—p/:R,

d.h. es ist sogar

d(p,7") =to+p'.
Eine Kurve der Linge to + p/, die p mit
r’ verbindet, ist die gebrochene geoditi-

sche Linie von p iiber p’ nach r’. We-
gen 4.50 ist diese Kurve (weil kiirzeste

Verbindung) eine nicht gebrochene geo-
détische Linie, d.h. ¢(tg + p) = r’ und
to + p' € I. Das ist ein Widerspruch zu
to = max(I).

(i)=(ii): Sei c(t) Geoditische und
to = sup{t | c(t) definiert}. Wir wollen
aus ty < oo einen Widerspruch herleiten.
Bei tg < 0o ist @ := ¢(tg —277) Cauchy-
folge mit Limes x. Wéihle eine Umge-
bung von x wo die geodétischen Lini-
en die kiirzesten Verbindungen sind, und
exp,(v) fiir [[v]| < ¢ jedenfalls definiert
ist. Fiir ein z; mit d(x;, ) < §/2 stimmt
die kiirzeste Verbindung zwischen x; und
Tjt1 mit ot — 277 +¢) = exp, (¢ - v)
iiberein, was jedoch auch fiir ¢ > §/2 de-
finiert ist, d.h. ¢(¢) ist auch fiir ¢ > g
definiert.

(ii)==(iii): Sei B C M beschrinkt
und abgeschlossen. Es existieren R, p mit
d(p,z) < R fur alle z € B. (ii)=(iv)
wurde bereits gezeigt, also existieren ge-
odétische Linien der Liange < R von
p nach z, dh. B C exp,({v | [Jv]| <
R}). Abg. Vollkugeln sind kompakt, de-
ren stetige Bilder ebenfalls, desgleichen
abgeschlossene Teilmengen von kompak-
ten Mengen. D.h. B ist kompakt.

(iil)==(i): Sei «; Cauchyfolge, und sei
|z; — x| < e fir alle j,k > ng. Dann
ist {«; | 7 > mno} in der kompakten
Menge {z | d(z,z,,) < e} enthalten
und hat dort nach A.50 einen Haufungs-
punkt, der wegen A.26 der Limes der Fol-
ge x; ist. O
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BEISPIEL 4.59. Ist M kompakt, oder M C R™ abgeschlossen, so erfiillt
M die Bedingung (iii) des Satzes von Hopf und Rinow. Dann lassen sich
je zwei Punkte durch eine minimale geodétische Linie miteinander ver-
binden. Z.B. hat jede Fliache im R", die durch eine implizite Gleichung
f(x) = const. definiert ist, diese Eigenschaft.

BEWEIS VON 4.07. Wir setzen A := |b — a|. Nach 4.50 sind kiirzeste
Verbindungen glatte geodétische Linien, 0.B.d.A. mit ||¢|| = const. Sei
L(c) < L(¢) fiir alle ¢. Dann ist E(c) = xL(c)* < xL(d)* < E(d).
Es folgt, dass ¢ Minimum von E? ist. Jedes andere Minimum ¢’ von E°
hat notwendigerweise L(c)? < L(¢')? < AE(d) = AE(c) = L(c)?, d.h.
L(c) = L(c) und auch ¢ ist kiirzeste Verbindung mit ||¢/|| = const. O

4.8. Zerlegung der Eins und Integration.

DEFINITION 4.60. (Integral) Sei ¢ eine Karte fiir einen Riemannschen
Raum M und g;;, die dazugehorigen Koeffizienten der Metrik. Hat die
Funktion f : M — R Support im Definitionsbereich der Karte, so
definieren wir das Integral

/ fdoO = / f det(g;x) du' ... du".
M e(U)

mit Hilfe der Koordinatendarstellung f = f o o~ von f.
LEMMA 4.61. fM fdO st wohldefiniert, d.h. unabhdingig von der Karte.

Der Beweis ist analog zu dem Beweis von 1.67.

DEFINITION 4.62. (Zerlegung der Eins) Ist (U;)ics eine Uberdeckung
von M und sind (f;)je; Funktionen f; : M — R, dann heifit (f;) eine
Zerlegung der Eins zu dieser Uberdeckung, wenn gilt:
(1) f; > 01in M, Vj 3i : supp(f;) C U;, und supp(f;) ist kompakt;
(2) jedes p € M besitzt eine Umgebung W, in der nur endlich viele
f; nicht verschwinden;

) X fi=1

DEFINITION 4.63. (Integral) Ist f : M — R und ist (f;);es eine
zu einer Uberdeckung aus Kartenumgebungen gehorige Zerlegung der

Eins, so ist
/Mde::Z/f-fde.

jed
LEMMA 4.64. Diese Definition ist von der Auswahl der f; unabhdngig.

BEWEIS. Seien f; und fi Zerlegungen der Eins (j € J, k € K), so ist
S = T =20 [ f i O

Der folgende Satz gilt genau dann, wenn M parakompakt ist, d.h.
insbesondere fiir Teilmannigfaltigkeiten. Fiir kompaktes M ist der Be-
weis nicht schwierig.

SATZ 4.65. Fiir jedes M und alle offenen Uberdeckungen gibt es eine
dazugehirige C*-Zerleqgung (fj)jes der Eins (r = 1,...,00). Ist M
kompakt, so ist J endlich.
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BEWEIS. Fiir den allgemeinen Fall siehe
[Brocker and Jénich 1973]. Fiir kompak-
tes M argumentieren wir wie folgt: Sei
az) = 0 fiir 2 < 0 und a(z) = e~/
sonst. Sei B(z) = a(x)/(a(x)+a(l—1x)),
und y(z) = #(2 — x). Dann ist y(z) =1
firz <1,0<v(x) <1lfirl <z<2
und y(z) =1 fiir £ > 2. o, § und ~ sind
.

Wir bezeichnen mit B die offene Ein-
heits-Vollkugel im R™. Fir alle z € M

gibt es Umgebungen U,,V, und eine
Karte ¢, sodass @ (x) = 0, ¢ (V) =
3B, ¢, (U,) = B, und so, dass V, in einer
der Mengen der gegebenen Uberdeckung
enthalten ist. Sei fo(y) = v(|l¢z(y)]|) in-
nerhalb von V. und ]?I(y) = 0 sonst.
Dann ist fT in ganz M definiert und C*°.

Endlich viele U, iiberdecken M. Sei

f= Efm] und f; = J};J/f Dann ist
{fj} eine zur gegebenen Uberdeckung
gehorige C*°-Zerlegung der Eins. O

Daraus folgt ohne Miihe eine schwichere Version des Einbettungs-

satzes von [Whitney 1944]:

SATZ 4.66. Ist M kompakt, so existiert eine Einbettung g : M — R™,
d.h. eine regulire injektive Abbildung so, dass M und g(M) homdo-

morph sind.

BEwEIs. Mit den Bezeichnungen aus

4.65, nur mit Indizes 1, ..., r anstelle von
T1,...,%, wird durch
[ fi(@)er ()]
Fr(@)en(@)
glae) = | "%
( @)
L A

die Abbildung g : M — R™ 7 definiert.
g ist regulér, denn das j-te Koordinaten-
n-tupel von ¢ fiir sich genommen ist in
U; regulér.

g ist injektiv, denn aus f;(az) =
fj(x') = 1 folgt z,2’ € Uj, und dort ist
p; injektiv.

Nachdem M kompakt ist, folgt aus
Injektivitdt und Stetigkeit von g, dass
g Hg(nr) stetig ist, also ist g ein Homédo-
morphismus. O
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5. KRUMMUNG IN RIEMANNSCHEN RAUMEN

5.1. Der Riemannsche Kriimmungstensor.

DEFINITION 5.01. (Riemannscher Krimmungstensor) Sei (M, (,))
eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und seien X, Y, Z Vektorfelder auf
M. Dann heifit die Abbildung R, definiert durch

R(X,Y)Z =WVxZ — VxWZ + Vixy|Z,
der Riemannsche Kriimmungstensor. Er weist X,Y, Z das Vektorfeld
R(X,Y)Z zu.

Diese Definition sieht zunédchst recht unanschaulich aus. R(X,Y) ist
offenbar ein Differentialoperator 2. Ordnung fiir Vektorfelder Z. Wir
werden jedoch zeigen, dass R trilinear ist und (R(X,Y)Z), nur von
X,, Y,, Z, abhingt (d.h. dass R ein Tensorfeld ist).

Spéter werden wir einige geometrische Interpretationen von R ken-
nenlernen. Es wird sich z.B. herausstellen, dass fiir eine 2-Fliche im R3
R(X,Y)Z = K -det(X,Y) - Z* gilt.

LEMMA 5.02. Fiir Funktionen f,g: M — R gilt R(f X1+ gX», Y)Z =
JR(X1,Y)Z + gR(X5,Y)Z, und analog firY und Z, und (R(X,Y)Z),
héngt nur von X,,Y,, Z, ab.

LEMMA 5.03. Fir Vektorfelder X, Y und Funktionen f : M — R gilt
X, Y] =X Y] - (Y )X

BEwEs. [fX,Y]g = (fX)(Yg) = (V((fX)g) = fXYyg— (Y [)(Xg) -
fYXg). O

BEWEIS. (von 5.02) Die Additivitét folgt direkt aus der Definition. Wir
berechnen

R(fX,Y)Z = WVixZ — VixWZ + Vipxy 2
= W(fVxZ) = fVxWZ + Vixy-vpx Z
— (YH)VxZ+ WV Z — VW Z + fVxy1Z — (Y )VxZ
— fR(X,Y)Z.
Analog zeigt man R(X,gY)Z = gR(X,Y)Z.
R(X,Y)(hZ) = WVx(hZ) — VxW(hZ) + Vixy)(hZ)

=WW(XhZ—hVxZ)—[...]4 [X,Y]h Z+ hVixy)Z
=YXhZ+XhWZ —-YhWVxZ —hWVxZ —[...]+ (")
= hR(X,Y)Z.

In einem lokalen Koordinatensystem mit der Karte ¢ : M — U seien
X =2'0;, Y = y10; und Z = 2F0;. Wir setzen R(0;,0;)0 = Rﬁjk(?l und
erhalten

R(X,Y)Z = 'y 2" R(9;,0;)0r = 2"y’ 2" R ;1.0 0
DEFINITION 5.04. (Koeffizienten des Kriimmungstensors) Ist ¢ eine

Karte, so heiflen die dazugehdrigen Funktionen Réjk die Koeffizienten
des Riemannschen Kriimmungstensors beziiglich .



50 J. WALLNER

BEISPIEL 5.05. Wir berechnen die Koeffizienten des Kriimmungstensors
des Levi-Civita-Zusammenhangs:

Riji0 = R(0:,0;)0k = V;Vidk = ViV, = V;(T330:) = Vi(T5,.0,)
= (T + T, — 0T, — TL,T7)0.

A i i

Ist Vder induzierte Zusammenhang in einer Teilmannigfaltigkeit, und g
eine lokale Parametrisierung, dann sind die dazugehorigen Koeffizienten
Rﬁjk gegeben durch

R 0

. azg tang 0 829 tang tang
50 = (5 Guiar) Gt ™)

6’2- (9uj 8uk
5.2. Wegabhéngigkeit der Parallelverschiebung. Verschiebt man
einen Vektor auf einer Flache bzw. in einer Riemannschen Mannigfaltig-
keit parallel, so erhélt man fiir zwei verschiedene Wege zwei verschiede-
ne Resultate. Diese Wegabhéngigkeit der geodétischen Parallelverschie-
bung spiegelt gerade die Kriimmung der Flache bzw. Riemannschen
Mannigfaltigkeit wieder.

LEMMA 5.06. Fir ein Vektorfeld Z(u,t) lings f(u,t) gilt

DDZ DDZ:R<6f 8f>X

AMHou”  Oudt ou’ ot

LEMMA 5.07. Sind N C M Mannigfaltigkeiten, p € N, und ist X ein
in N definiertes Vektorfeld, so gibt es lokal um p ein in M definiertes
Vektorfeld X, das X fortsetzt.

BEWEIS. Ist M = R™, N der Unterraum 2" = ... = z™ = 0, und hat
das Vektorfeld die Gestalt X = X (z!,...,2"), so 16st X(a!,... 2™) =
X(z',...,2") das Problem. Der allgemeine Fall kann durch einen Dif-

feomorphismus auf diesen speziellen Fall zuriickgefithrt werden (nach
Definition von “TMF”). O

BEWEIS VON 5.06. Ist f reguldr und sein Bild daher lokal eine 2-di-
mensionale Teilmannigfaltigkeit, so kann man %, %, und Z nach 5.07
zu Vektorfeldern X, Y, Z in M fortsetzen. Fiir eine skalare Funktion g
mit g(u,v) = g(f(u,v)) gilt dann X¢g = dg/0u und Y g = dg/0v. Nach
dem Satz von Schwarz gilt [X,Y]g = 0 in den Punkten f(u,v), und die
Definition von R liefert das Resultat. Wenn f nicht regulér ist, muss

man eine langere Rechnung durchfiithren [do Carmo 1992, p. 98f]. O

SATZ 5.08. Sei f: U CR* — M eine requlire Abbildung mit

0 0
f(OaO) =D 8_5(0’0) = va a_£<070> = Y;?

wo o die geoditische Parallelverschiebung lings

Wir bezeichnen mit Pt,,

,Ul

der u-Linie von (u,vo) bis (u',v0) und mit Pt;>0 die geoddtische Par-

allelverschiebung lings der v-Linie von (ug,v) bis (ug,v"). Dann ist

1
R(Xy,Y,)Zp = lim — (Ptg:g Pt?,’ss Pti:g Ptg,% Z, — Z,)

s,t—0 st
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BEWEIS. Sei Z(s,t) ein beliebiges Vektorfeld, das Z,, = Z(0,0) fortsetzt. Nach 4.27

ist
D D o1 00 D
——Z =lim - | Pty, —
Ov d sl—I»%s< 05 Ou

(0,s) — %Z(O, 0))

1 1o 1
~ lim [Ptgjo (}g% (P2 Z(t,5) = Z(0, s))) — lim ~ (P} Z(£,0) - Z(0, 0))}

1
= lim —(Ptg') PtyS Z(t,5) — Ptgrs Z(0,s) — Pty Z(t,0) + Z(0,0));

s,t—0 St
Analog gilt
D D
Au dv

= lim —
s,t—0 st

1
(Ptyo Ptes Z(t,s) — Ptyg Z(t,0) — Pto's Z(0,5) + Z(0,0)).

Nun setze man Z(s,t) = Pti:g Pt(t)’,% Zp und verwende 5.06:

1
R(X,,Y,)Zy = lim — (Pt) P02 PH PG 2, — 7).

0 st

SATZ 5.09. Die folgenden Aussagen fir (M, ,)) sind dquivalent:

(1) R=0, d-h. M ist flach;

(2) Die Parallelverschiebung ist lokal wegunabhingig;
(3) M ist lokal isometrisch zum euklidischen R™.

BEWEIS. (3)==(1) und (3)==(2) sind
trivial

e (2)=(1) folgt aus dem vorigen
Satz.

o (1)==(2): Wir verwenden eine Kar-
te p : U C M — R”. Sei 0.B.d.A.
o) = (0,...,0). Sei Z, ein Tan-
gentialvektor in p. Erzeuge ein Vek-
torfeld Z(u',...,u™) durch Parallelver-
schiebung von Z, lings der Parameter-
linen (0,...,0) — (u!,...
(uly... um™).

Nach Konstruktion ist Z ein Parallel-
feld 1angs der u’-Linien durch die Punkte
(u®, ..., u%0,...,0). Insbesondere ist Z
ein Parallelfeld ldngs jeder u"-Linie.

Wir schreiben ‘P(4, j)’ fiir

ViZ(ul,...,u,0,...,0) = 0.

Nach Konstruktion gilt ‘P(i,4)’. Wir zei-
gen

0) = e o

P(i,j) = Pi,j +1).
Aus R =0 fOlgt Vj_t,_lViZ = Vivj+1Z-
Wegen ‘P(j+ 1,5+ 1) ist

Vi1 Z(uty . w1 0,...,0) =0,
also ist

Vi1 ViZ(ut, .. it 0,...,0) =0,
d.h. V;Z ist ein Parallelfeld lings der

u’*1-Linie in den Punkten (u®, ..., u/*!,
0, ...,0). Das Vektorfeld V;Z verschwin-
det bei (u!, ...,u’, 0, ...,0) wegen

‘P(i,7)’. Nachdem die Parallelverschie-
bung ein VR-Isomorphismus ist, ist V;Z
lings der ganzen u'*!-Linie gleich 0, also
gilt ‘P(i,j +1).

Mit Induktion folgt nun ‘P(i,n)’, d.h.
ViZ = 0 iiberall in U. Ist X = x0;, so
ist VxZ = 2'V; Z, also Vx Z = 0 iiberall
in U. D.h. Z ist Parallelfeld ldngs jeder
Kurve = das Ergebnis der Parallelver-
schiebung léangs jeder Kurve ¢ in U ist
gleich dem Wert von Z im Endpunkt,
unabhéngig von der Kurve.

e (2)==(3): Wir zeigen die Existenz
einer lokalen Parametrisierung so, dass
die Koeflizienten g;, der Metrik gleich
0;k sind. Wir wéhlen in T, M eine Ortho-
normalbasis (E1)p,. .., (E1)p, verschie-
ben diese Vektoren (wegunabhingig)
parallel, und erhalten so Vektorfelder
Ei,...,E,. Wegen (2) gilt Vg, E; = 0,
und wegen der Symmetrie von V gilt

[Ei, Ej] = Ve, E; — Vg, E; =0—-0=0.
Sei f:V CR™ — M die Abbildung

(vl

Nach Konstruktion sind die Ableitungs-
vektoren der v!-Parameterlinien die Vek-
toren FE;. Nach 3.23 ist die Reihen-
folge der Fliisse irrelevant, d.h. es gilt
O /ot = E; fiir alle i. Damit ist di) re-
gulér und 1 eine lokale Parametrisierung
mit Basisfeldern 9; = F;. Die E; sind
Parallelfelder ldngs jeder Kurve, und da-
her ist

(Ejs Ex) = ((Ej)ps (Ex)p) = djk-
Die Koeffizienten g, von ( , ) beziiglich
1 sind gegeben durch g;x = (9;,0k) =
(Ej, Ex) = 6k, was zu zeigen war. [

") = Fly - o FI ().
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5.3. Die Schnittkriimmung.

SATZ 5.10. Fir den Riemannschen Krimmungstensor gelten die fol-
genden Gleichungen
(1) R(X,Y)Z =—-R(Y,X)Z
(2) R(X,)Y)Z+ R(Z,X)Y + R(Y,Z)X =0 (Bianchi-Identitit)
(3) (R(X,Y)Z, W) + (R(X,Y)W, Z) =0
(4) (R(X,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y)
BeEWwEIS. (1) folgt direkt aus der Definition von R. Wegen der Linearitét

von R geniigt es, (2) fiir Basisfelder nachzuweisen. Wir nehmen also an,
dass [X,Y] = [X,Z] =Y, Z] = 0 gilt und berechnen

RX,Y)Z +R(Y,2)X + R(Z,X)Y = WVxZ — VxWZ + - =0,

Bei (3) ist zu zeigen, dass (R(X,Y)Z, W) in Z und W schiefsymme-
trisch ist, d.h. z.z. ist (R(X,Y)Z,Z) = 0:
XY(Z,2) = X(2AWZ,2Z)) =2(VxWZ,Z) + 2(VWZ,Vy Z)
YX(Z,Z) = Y(2VxZ.Z)) = 2WVxZ, Z) + 2(Vx Z, Vy Z)
[X7Y]<Z7Z> = 2<V[X7Y]Z,Z>
Durch Subtraktion der ersten beiden Gleichungen von der dritten ent-
steht (XY =YX+ [X,Y])(Z,Z) = 2(R(Y, X)Z, Z), und das verschwin-
det aufgrund von 3.18.
Um (4) zu zeigen, verwenden wir viermal (2) und addieren:
0 = (RIX,Y)Z, W)+ (R(Y,2)X, W)+ (R(Z,X)Y,W)
0 = (zyklisches Vertauschen)
— 0 = 2ARZX)Y,W)+2(R(W,Y)Z, X).

Es folgt (R(Z, X)Y, W) = (R(Y,W)Z, X), was zu zeigen war. O

BEMERKUNG 5.11. R(X.,Y,Z, W) = (R(X,Y)Z,W) heifit ebenfalls
Riemannscher Kriimmungstensor. Sei R;jx = R(0;, 0}, Ok, 0)). Aus

Riju = (R0, 0)
folgt
Rijii = g1 R Ry = ¢ Riju,
d.h. die Koeffizienten R. und R... bestimmen einander wechselseitig.

BEMERKUNG 5.12. Bei dim M = 2 gibt es 16 Koeffizienten R;;x;, doch
aufgrund der vielfachen Symmetrien sind diese alle durch Rjs12 be-
stimmt: Rijkl = —Iljkrl = _Rijlk = Rklij, insbes. ist Riikl = Rijkk =
0. Spiter werden wir sehen, dass fiir 2-Fliichen im R?® die Beziehung
R1212 = det(gjk) - K gllt

DEFINITION 5.13. (Ricci-Tensor) Der Ricci-Tensor Ric(Y, Z) ist defi-
niert als die Spur der linearen Abbildung X — R(X,Y)Z. Seine Koef-
fizienten sind

Ric(9;,0k) = Rj = > _ Rijy.
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DEFINITION 5.14. (Schnittkrimmung) Seien v,w € T,M zwei linear
unabhéngige Vektoren. Dann ist die Schnittkriimmung wie folgt defi-
niert:

R(v,w,v,w) _ (R(v, w)v,w)
area(v, w)? (v, V){w, w) — (v, w)?

K(v,w) =

LEMMA 5.15. K(v,w) hdngt nur von der Ebene ab, die von v,w auf-
gespannt wird.

BEWwWEIS. Wir zeigen, dass sich K bei Ersetzen von v,w durch Line-
arkombinationen von v,w nicht &ndert. Wir verwenden die bekann-
ten Eigenschaften area(v,w)? = area(w,v)? = area(v + Aw,w)? und
area(A\v, w)? = A?area(v,w)? des Flicheninhalts des von 2 Vektoren
aufgespannten Parallelogramms.

(R(v,w)v,w) = —(R(w,v)v,w) = (R(w,v)w,v)
— K(v,w) = K(w,v)
(R(v+ Aw,w) (v + Aw),w) = (R(v, w)v + AR(w, w)v
+ AR(v, w)w + N R(w, w)yw,w) = (R(v,w)v, w)
= K(v+ \w,w) = K(v,w)
(RO, w)Av, w) = N (R(v,w)v,w) = K(\v,w) = K(v,w) .

FOLGERUNG 5.16. In 2-dimensionalen Riemannschen Rdumen gibt es
in jedem Punkt nur eine einzige Schnittkriimmunyg.

5.4. Jacobi-Felder. Die geoditischen Linien, die im Nordpol einer
Kugel beginnen, treffen einander wieder im Siidpol. Dass soviele geodé-
tische Linien mit gemeinsamem Anfangspunkt einander wieder treffen,
tritt im allgemeinen nicht auf. Trotzdem kann man, ausgehend von
der Kriimmung einer Riemannschen Mannigfaltigkeit, Aussagen iiber
das Auseinander- oder Wiederzusammenlaufen von geodétischen Linien
machen. Die Bestimmung dieser sogenannten geodétischen Abweichung
und ihres Zusammenhangs mit dem Riemannschen Kriimmungstensor
ist ein wesentliches technisches Hilfsmittel beim Studium lokaler und
globaler geometrischer Eigenschaften von Riemannschen Mannigfaltig-
keiten.

LEMMA 5.17. Sei f(u,t) eine 1-parametrige Schar von geodditischen
Linien f(u,-) mit dem Variationsvektorfeld J(t) = 2 wof (s ). Wir
setzen c(t) = f(0,t). Dann gilt

D?J oo
i + R(¢, J)e=0.
BEwEIS. Nach 4.20 gilt %% = %% Jedes ¢, ist geodétische Linie,
also ist 22L = 0. Mit 5.06 erhalten wir
_DDof _ R<8_f ﬁ)f’)‘_f L bDof
S ouotot T \ot’ou/ ot Otdu ot
_ R((?_f 0_f>% D Dof
O\ otTou/ ot Ototou 0
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DEFINITION 5.18. (Jacobi-Feld) Ein Vektorfeld V' lings einer geodati-
schen Linie, das die Differentialgleichung in 5.17 erfiillt, heift Jacobi-
Feld.

LEMMA 5.19. Sei f(u,t) eine I-parametrige Schar von geodditischen
Linien f(u,-), die bei t = 0 in einem festen Punkt p starten und dort
einen Finheitsvektor als Tangentialvektor v(u) = %L:Of(u, t) besitzen:

f(u,t) = exp,(t - v(u)).
Das Jacobifeld
0
t) = — t
=2 s
hat mit w = ©(0) im Fall ||w| =1 die Entwicklung

1 1
||‘]||2 = 1% — gK(U,U))t4 + O(t4)7 ||J|| =t- EK(U7w)t3 + O(t3)'

BeEWwEIS. Wir bendétigen die Ableitungen von (J, J) an der Stelle ¢ = 0.
Wir schreiben hier ’ sowohl fiir die kovariante als auch fiir die gewohn-
liche Ableitung nach ¢ liangs der Kurve f(¢,0). Wir erhalten der Reihe
nach fiir die Ableitungen der Stufe k

o (J,J)(0) =0, weil J(0)=0

o (J,J) =2(J' J)=0Dbeit=0. AuBlerdem gilt (nach 4.14)

D o D o D 0

70 = 55l 0.0) = 22 70.0 = 22 exp,fru(u)
D . -
= %U(O) =0(0) =w

o (J.)" =2(J" J)+2(J',J). Bei t = 0 ist das gleich 2(J', J') =
2(w, w) = 2.

o (J, Y =2(J" J)+6(J" J). Beit = 0 ergibt das den Wert 0,
denn J”" = —R(¢, J)é = 0.

o (J.J)" =2(J" J)+8(J", J)+6(J" J") Beit =0 ergibt ist das
gleich 8(J"”, J'), und wir haben weiter (J”,.J') = (2R(¢, )¢, J') =
(R(¢,J)é, 'Y — (R(¢,J)e, J"y = (R(¢,J)e, JY = (BR(¢, )¢, J) +
(R(¢,J)e, J') = (R(é,w)é,w) = K(é,w) = K(v,w).

Damit haben wir die ersten vier Glieder der Taylorreihe von (J, .J)
bestimmt. Fiir die Wurzel aus (J,J) verwenden wir die binomische
Reihe V1+a =14 3a+...: |[J| = /r2(1 = Kr?/3+...) =|r|(1 -
Kri/6+...). O

Prop. 5.20. Sind Ei, Ey zueinander orthogonale Einheitsvektoren in
T,M so betrachten wir die Abbildung

fu,r) =exp,(r(cosu - By +sinu - Ey)).

Fiir r = const beschreibt sie einen geoddtischen Kreis k,.(u) = f(u,r)
vom Radius r. Umfang und Fldiche dieses Kreises haben die Taylorent-
wicklung

U(r) =2n(r — éK(El,Eg)rg +...)

A(r) = =(r? — 1—12K(E1, Bt 4.
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BEWEIS. (Idee) Die Abbildung f(u,r) ist von dem Typ, der in 5.19
diskutiert wurde, wenn wir v(u) = cosu - Ey + sinu - Fy setzen. Wir
haben ||0(u)|| = 1 fiir alle w, nicht nur fiir u = 0. Das Resultat von 5.19
gilt daher fiir alle w:

. af 1 )
[ for(u) || = H%(T, u)|| =r— EK(U(U),v(u))T?’ + ...
Nachdem die Schnittkriimmung nur von der Ebene abhéngig ist, die von
den beiden Argumenten aufgespannt wird, gilt K(v,v) = K(Ei, E»).

Wir bestimmen die Bogenlénge U(r) = L3™(k,):
2 2w 1
Ur) = / i () du = / (r— cK(EL B+ )du.
0 0 6

Fiir die Kreisfliche berechnen wir die Oberfliche des Fléachenstiickes
{f(t,u) |0 <t <r, 0<wu<27r}. Zu diesem Zweck bendtigen wir die
Koeffizienten der 1. Grundform g;, = (0; f, Ok f):

af 2

gi1 = Ha— ‘ = ]., gi2 = 0 nach 446, go2 = <J, J)
-

Fiir die Flache ergibt sich

rop2m T2
A(?“)Z// \/gllgzz—g?gdudtzf/ 1.7 (u, t) || dudt
0 0J0

=/U lof(t)dt -

FOLGERUNG 5.21. Die Schnittkrimmung K(E1, Ey) ergibt sich aus
Umfang U(r) und Flicheninhalt A(r) von geoddtischen Kreisen wie
oben beschrieben aus
3 12
K(Ey, Es) = lir% — 2mr = U(r)) = lim —(7r* — A(r)).
r—0 7

r—0 74

FOLGERUNG 5.22. In der Notation von oben stimmt die Schnittkrim-
mung K (E1, Ey) tberein mit der Schnittkrimmung der 2-dimensionalen
Teilmannigfaltigkeit exp,(RE; + RE;).

5.5. Konjugierte Punkte und minimale geoditische Linien.

DEFINITION 5.23.  (konjugierte Punk- wir J(t) = 27 (t)E;(t). Fiir die Ableitun-

te) Ist ¢ geoditische Linie und exi- gen gilt £J = #7(t)E;(t) und DJ _
/ . . N . di J di?

stiert ein Jacobifeld J # 0 lings c¢ mit B ()E;(t) = —R(¢, J)é.

J(a) = J(b) = 0, so heifien c¢(a) und c(b)

zueinander konjugierte Punkte ldngs c.

= i/Ej + 2/ R(F1, E;)E; =0

D.h. wir erhalten eine lineare Dgl. 2.
Ordnung fiir die Koeffizientenfunktionen
27(t). BEs existiert ein 2n-dimensiona-
len Vektorraum von Losungen, und je-
de Losung ist durch die Anfangsbedin-
gungen J(a) = 27(a)E;(a) und £J =
#7(a)E;(a) eindeutig bestimmt. O

Bildlich gesprochen, schneiden einan-
der ‘infinitesimal benachbarte’ geodéti-
sche Linien, die von ¢(a) ausgehen, ein-
ander im Punkt ¢(b).

LEMMA 5.24. Die Jacobi-Felder lings
c bilden einen 2n-dimensionalen Vektor-
raum und sind fir beliebiges a durch J(a) Tpvmma 5.25. Jedes Jacobifeld lings ei-
und 3 J(a) eindeutig festgelegt. ner Geoddtischen entsteht auf die Weise

BEWEIS. Sind Ei,...,E, lincar unab- Wi€ in .17 angegeben

héngige Parallelfelder léngs einer geodd- BEWEIS. Durch die Konstruktion in
tischen Linie ¢ mit E; = ¢, so setzen 5.17 kann man einen 2n-dimensionalen
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Vektorraum von Vektorfeldern ldngs c
erzeugen: Mit der dortigen Notation ist
J(0) = 2£(0,0). Aus dem Beweis von
5.19 sehen wir, dass im Fall f(u,0) =
const gilt J'(0) = %(%(u,o)). O

LEMMA 5.26.  Sei c(t) = exp,(tv)
eine geoddtische Linie. Es gibt einen
zu ¢(0) konjugierten Punkt c¢(r) genau
dann, wenn exp,, bei rv singuldr ist:

BEWEIs.
d
d(exp,)ry(w) = T exp,,(rv + uw)
u=0
0 u
= % uzo’t:(:xpp(t(v + ;w)) = J(T)a

wenn J(t) das Jacobifeld 2 |u:8xpp(’ "
bezeichnet. D.h. d(exp,),, hat genau
dann einen nichttrivialen Kern, wenn das
Jacobifeld J bei r eine Nullstelle hat. [

Der folgende Satz ist wesentlich fiir
globale Probleme in der Riemannschen
Geometrie:

SATZ 5.27. Ist ¢ eine geoddtische Linie
und liegt zwischen c(a) und c(b) ein zu
c(a) konjugierter Punkt, so ist c nicht die
kiirzeste Verbindung zwischen c(a) und
c(b) in der Klasse der stiickweise diffe-
renzierbaren Kurven, die c¢(a) und c(b)
verbinden.

BEWEIS. Siehe [Milnor 1969, Sec. 13-15]
und [do Carmo 1992, pp. 243ff]. O

SATZ 5.28. (Satz von Bonnet und Myers)
Ist K(v,w) > % fir alle vyw € TM,
oder ist —L-Ric(v,v) > & fir alle
v € TM mit |v] = 1, so ist der erste
konjugierte Punkt hochstens mr entfernt.
Ist die MF wvollstindig, so ist daher ihr
Durchmesser diam(M) < 7r

BEWEIS. [do Carmo 1992, p. 202]. [

Satz 5.29. Ist K(v,w) < 0 in M, so
existieren keine konjugierten Punkte.

BEWEIS. Sei J ein Jacobifeld lings der
geodétischen Linie ¢(t). Wir verwenden
" fiir Ableitungen nach ¢ lings ¢. Dann
ist (J,J)" 2" 0y + 2(J,J) >
—2(R(¢,J)é, Jy > 0. D.h. (J,J) ist
streng monoton steigend. Aus der Tay-
lorentwicklung von (J,J) um eine Null-
stelle (5.19) folgt (J,J) = > —... =
(L, Y = |t —...| = (J,J)" ist positiv
in einer Umgebung einer Nullstelle —-
(J, J) ist streng monoton auBerhalb von
Nullstellen => J kann nur eine Nullstel-
le besitzen. O

FoLGERUNG 5.30. Ist K(v,w) < 0 in
M, dann ist exp,, global reguldr fir alle
p und nicht nur lokal.

BEMERKUNG 5.31. Ist M vollstandig,
einfach zusammenhéngend, und K (v, w)
< 0, dann ist exp,, ein Diffeomorphismus,
d.h. M ist diffeomorph zum R™ (Satz von
Cartan-Hadamard) [do Carmo 1992, p.
149].

5.6. Riemannsche Teilmannigfaltigkeiten. Wir betrachten in die-
sem Abschnitt Teilmannigfaltigkeiten von Riemannschen Rdumen. Fiir
den R™ haben wir das bereits getan — beim Studium von Kurven und
Fléchen im euklidischen Raum (siehe Kap. 1 und 2). Wir iibertragen ei-
nige Begriffe, die wir fiir Flachen im euklidischen Raum bereits studiert
haben, auf Riemannsche Rdume. Ein Hauptresultat ist das Theorema
Egregium von Gauf}, das die Gauflsche Kriimmung mit der Schnitt-
kriimmung identifiziert und damit zeigt, dass sie eine Groéfle der inneren
Geometrie ist, welche bei Isometrien unverandert bleibt.

—~

DEFINITION 5.32. (Riemannsche Teilmannigfaltigkeit) Ist (M,(,))
ein Riemannscher Raum und M C M eine Teilmannigfaltigkeit, so
heifit M versehen mit dem Skalarprodukt von M Riemannsche Teil-
mannigfaltigkeit von M.

DEFINITION 5.33. (Orthogonalraum) Ist M Riemannsche Teilmannig-
faltigkeit von M, so heiBt das orthogonale Komplement L ,M von T, M
in T, M der Orthogonalraum von M in p.
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DEFINITION 5.34. (induzierter Zusammenhang, I1. Fundamentalform)
M C M sci _eine Riemannsche Teilmannigfaltigkeit, V sei ein Zusam-

menhang in M. Wir zerlegen jeden Vektor aus 7, M in eine Komponente
tangential und eine Komponente orthogonal zu T,M:

X, = X084 X0 g X0 e T M, XMt e | M.

Der induzierte Zusammenhang VxY und die II. Fundamentalform fiir
M sind definiert durch

VXY = (%X?)tang’ II(X, Y) — (%Xi;)norm _ %X? . VXY
Dabei ist Y ein Vektorfeld, das Y in M hinein fortsetzt.

LEMMA 5.35. VxY ist wohldefiniert und ein Zusammenhanyg.

BEwEis. Wir kénnen %X}N/ an der Stelle p auch durch kovariante Ablei-
tung lings einer Kurve mit ¢(0) = p, ¢(0) = X, ausdriicken. Die Kurve
kann ganz in M gewihlt werden und deshalb ist VyY unabhingig von
der Wahl der Erweiterung Y. Dass V tatséchlich ein Zusammenhang
ist, weist man ganz analog zu S. 35 nach. U

LEMMA 5.36. Sind X,Y Vektorfelder in M und )?,}7 Fortsetzungen
nach M, so ist [X,YHM = [X,Y]. Insbesondere ist die Lieklammer
tangential zu M.

BEWEIS. Wir verwenden die Koordinatendarstellung beziiglich einer
Karte, in der M als der Unterraum R™ x 0 erscheint. Dann gilt fiir die
Lieklammer

X, Y(w) = ("0 — y'0,27)0;(u).
Bei Auswertung in Punkten u = (u',...,u™,0,...,0) verschwinden

alle Koordinaten z’ und y' fiir i > m (denn dort ist X = X,Y =Y,
und beide sind tangential zur Teilmannigfaltigkeit). Es gehen in die

Lieklammer daher nur die Koordinaten der urspriinglichen Vektorfelder
X,Y ein. [l

LEMMA 5.37. Ist V ein symmetrischer Zusammenhang, dann ist die I1.
Fundamentalform

I(X,Y): T,M x T,M — 1L,M,
symmetrisch und 11(X,Y), hdngt nur von den Werten X,,, Y, ab.

BewEs. II(X,Y) — II(Y, X) = (VxY — W X)morm = [X, Y]rom — (),
Nach Konstruktion geht von X in II(X,Y) nur der Wert X, ein, wegen
der Symmetrie von Y auch nur der Wert Y. U

SATZ 5.38. Ist Vin M der Levi-Civita- Zusammenhang, dann ist es
auch Vin M.

BEWEIS. X , 37, 7 seien Vektorfelder, die X, Y, Z nach M fortsetzen
(nach 5.07). Die Symmetrie folgt aus

VxY — WX = (VgV — Ve X)) — [X V] = [X,Y] = [X,Y].
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Die Vertréglichkeit mit ( , ) wird nach 4.31 tiberpriift durch
X(Y,Z) = X(Y,Z) = (VgY,Z) + (Y, Vg Z)
= (WY, Z) + (II(X,Y), Z) + (Y, Vx Z) + (Y, II(X, Y))
= (VxY,Z) +(Y,VxZ). 0

LEMMA 5.39. (Gleichung von Weingarten) Ist N : M — LM ein
Normalvektorfeld, d.h. N, € L,M, so gilt fir X,Y € T,M
(VxN,Y) = —(N,I[(X,Y))
Insbesondere hingt die linke Seite der Gleichung nur von X,,,Y,, N, ab.
BEwEIs. Wir leiten die Orthogonalitit von Tangential- und Normal-
vektoren ((N,Y) = 0) ab:
0=X(N,Y) = (VxN,Y) + (N, VxY)
= (VxN,Y) + (N, VY +1I(X,Y))
= (VxN,Y) + (N, II(X,Y)). 0

LEMMA 5.40. Die 2. Fundamentalformen 11" und h (sieche S. 17)
héingen wie folgt zusammen: Ist M eine (m — 1)-dim. Fldche im R™ =
M, und sind v,w Tangentialvektoren, dann gilt 1L,(v,w) = h(v,w) -
n(p).

BEWEIS. Wegen der Bilinearitét von II geniigt es, die Aussage fiir die
Basisfelder v = 0; und w = 0; beziiglich einer beliebigen Parametrisie-
rung zu zeigen. Sei f eine lokale Parametrisierung und und n das da-
zugehorige Einheitsnormalvektorfeld. L, M ist dann eindimsional und
wird von n(p) aufgespannt. Es gilt

hij = (n,0:0;f) = (n,Vi0;) = (n, Vi0; +11(8;, ;) = (11(8;,9;), n(p))
Daraus folgt die Behauptung. O

LEMMA 5.41. (Lemma von Gaufl) Ist M C M eine Riemannsche Teil-

mannigfaltigkeit und sind R und R die entsprechenden Riemannschen
Kriimmungstensoren, so gilt

BEWEIS. In diese Gleichung, ausgewertet bei p € M, gehen nur die
Werte X,,, Y, Z,, W, ein. Wegen der Linearitdt geniigt es, sie fiir die Ba-

sisfelder 0y, ..., 0, beziiglich einer Karte zu zeigen, also seien 0.b.D.A.
alle Lieklammern gleich 0. Zur Rechnung mit V setzen wir X,Y, Z, W

zu lokal in M definierten Vektorfeldern fort, deren Liesche Klammern
nach 5.36 ebenfalls verschwinden.

(R(X,Y)Z,W) = (WwVx Z, W) — (Vx W Z, W)
Einer der beiden Ausdriicke ist weiter gleich
(VW (VxZ +11(X, 2)), W) = (WVx Z, W) + (VW IL(X, Z), W)
= (WY Z,W) + (II(Y,Vx 2Z), W) — (II(X, Z), IL(Y,W))
7

GJ_,,M 5.39
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Wir erhalten also

(R(X,Y)Z, W)

= (R(X,Y)Z, W) — (II(X, Z),11(Y,W)) + (Il(Y, Z), II(X, W)). 0

Dieses Lemma fiihrt sofort zu folgendem herausragenden Satz®

SATZ 5.42. (Theorema Egregium von Gaufl) Die Gaufsche Kriimmung
einer Fliche im R3 stimmt mit ihrer Schnittkriimmung diberein. Sie ist
insbesondere eine Grifle der inneren (Riemannschen) Geometrie der
Fliche und invariant bei isometrischen Abbildungen.

BEWEIS. Wir verwenden 5.40. Bei dim M = 2 ist K (v, w) unabhéngig
von v, w und wir haben

_ (RO
K(U,U)) = K(@1,02) = <81’81><82782> — <81’62>2 —

Mit dem Lemma von Gauf} erhilt man

<R(al7 82)817 a2>
d11922 — 9%2

(R(01,02)01,02) — (R(01,02)04, 0)
= (I1I(01, 02), 11(0s, 01)) — (I1(O, 1), 11(Da, o))
= (h12n(p), hian(p)) — (h1in(p), hoan(p)) = hi2hia — hiihoo.

Aus R = 0 folgt nun

. det(hjk)
det(g;)

_(RO1L3)0,0) R )
= det(g;r) = Kw) O

BEMERKUNG 5.43. Fiir jede zweidim. Riemannsche MF heifit ihre
Schnittkriimmung Gaufische Kriimmung. Allgemein ist Schnittkriim-
mung K (v, w) gleich der Gaulkriimmung der Fldche exp,(Rv + Rw).

Wir wollen noch auf das Einbettungs-
problem fiir Riemannsche R#éume ein-
gehen: Ist (M,(,)) ein Riemannscher
Raum, gibt es dann eine Einbettung g :
M — M C RY sodass die Teilmannig-
faltigkeit M mit der vom R? induzier-
ten Metrik, isometrisch zu (M, (, )) ist?
Ist dim(M) = 2 und d = 3, so folgt
aus dem Theorema egregium, dass die
Gauflschen Kriimmungen von M und M
in p und p iibereinstimmen, falls die be-
teiligten Mannigfaltigkeiten und Metri-
ken C? sind. Ist K < 0 fiir M, gibt es
wegen 2.21 keine C2-Einbettung g. Aus-
kunft iiber die C* (k > 2) und C'-Ein-
bettungsmoglichkeiten gibt der folgende
Satz:

SATZ 5.44. (Einbettungssatz von Nash)
Sei (i) { , ) eine C* Riemannsche Metrik
B<k<o)in M (dimM = n). Dann
gibt es eine C*-Teilmannigfaltigkeit M
des R?, die mit der vom RY induzier-
ten Metrik isometrisch zu (M, () ist;
dabei ist d < in(n 4+ 1)(3n + 11); bzw.
d < in(3n + 11) fir M kompakt. (ii)
Fiir jedes (M, { ,)) gibt es eine C'-Teil-
mannigfaltigkeit M C RY jsometrisch zu
M, soferne d > n und es eine Teilman-
nigfaltigkeit M C R? diffeomorph zu M
gibt

BEWEIS. siche [Nash 1956] und fir
den C!-Fall: [Nash 1954] und [Kuiper
1955]. 0

6. sponte perducit ad hoc egregium THEOREMA: Si superficies curva in quam-

cunque aliam superfieciem explicatur, mensura curvaturae in singulis punctis inva-
riata manet., [GauB 1827, p. 24] Die Ubersetzung lautet: Wenn eine gekriimmte
Fléche in eine beliebige andere Flédche verbogen wird, bleibt das Mafl der Kriimmung
in den einzelnen Punkten unverandert.
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5.7. Der Integralsatz von Gauf3-Bonnet.

DEFINITION 5.45. (Orientierung) M heifit orientierbar, wenn es eine
Uberdeckung durch Karten ¢; : U; — R" gibt, sodass ©j ° p; U ori-
entierungserhaltend ist (d.h. die Jacobi-Determinante des Parameter-
wechsels positiv ist). Eine Basis vy, ..., v, von T,,M heiit positiv orien-
tiert, wenn fiir eine (und dann jede) Karte ¢, die Vektoren dy;(v1), .. .,
dy;(v,) im R™ positiv orientiert sind.

LEMMA 5.46. Hat eine (m—1)-dim. Teilmannigfaltigkeit M des R™ ein
wohldefiniertes Normalfektorfeld n, so kann M dadurch orientiert wer-
den, dass man (vy, ..., vm_1) als positiv definiert, wenn (v1, ..., Vpm_1,n)
mm R™ positiv orientiert ist.

BEWEIS. Wir zeigen, dass diese Orientierung konsistent mit der wei-
ter oben definierten ist. Angenommen, M ist durch Teilmannigfaltig-
keits-Karten iiberdeckt, von denen jede einzelne zusammenhéngend ist.
Diejenigen Kartenabbildungen ¢, fiir die positive Basen (im Sinne der
‘neuen’ Definition) durch dy auf positive Basen in R™~! x 0 abgebil-
det werden, verdndert man nicht; die anderen ersetzt man durch o o ¢,
wobei o die Spiegelung an der Koordinatenhyperebene 2 = 0 ist.
Dann stimmt die durch die modifizierten Karten definierte Orientie-
rung mit der durch das Normalvektorfeld gegebenen iiberein. O

BEMERKUNG 5.47. Sei M eine 2-dim. MF, und sei E;, E5 eine positive
Orthonormalbasis in T, M, sodass fiir die GauBsche Kriilmmung K, =
(R(E\, Ex)Ey, E) gilt. Sei V, = v/E; und W, = w”E},. Dann ist

(R(V,W)E1, Es) = Y vw*(R(E;, B;)Ey, Ea) = (v'w® — v*w)) K,

Die Koordinatenmatrix der linearen Abbildung R(V, W) beziiglich der
Basis (E;, Es) wird erhalten, indem man die Vektoren E;, Ey der Ab-
bildung unterwirft und die Bildvektoren wieder in der Basis darstellt,
d.h. sie ist gleich

<R(V7 W)E17E1> <R(V7 W)E27E1>
(R(V,W)Ey, Ey) (R(V,W)Es, Es)
(b2 o201 0 —1
—(vw—vw)Kp[l O}'
dh. R(V,W)Z = area(V,W) - K, - Z*+, wobei Z*+ aus Z durch eine
Drehung um +90° (im Sinne der Orientierung) entsteht.

LEMMA 5.48. (Frenetsche Ableitungsgleichungen) Ist M orientierbar
und zweidimensional und c eine Kurve in M, so setzen wir ey = ¢/||¢]].
Wiihle €5 so, dass ey, €y eine positive Orthonormalbasis in Tepy M bildet.

Dann gilt
D i~ ~
—e1 = [|¢]|Rges,

dt
und |Rgy| ist die geoddtische Kriimmung von c.

BEWEIS Wegen 0 = <el,el> = 2( “e1,61) ist 2 €1 ein Vielfaches von
. Dass der Betrag des Faktors k mlt Kg uberelnstlmmt folgt aus

ffg = l[lzell/lell (vel. pp. 18, 40). O
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DEFINITION 5.49. (geoddtische Krimmung) Die Grofie k, aus 5.48
heifit die orientierte geoditische Kriimmung von c. Sie werde ab jetzt
mit k, bezeichnet.

DEFINITION 5.50. (zuldssiges Gebiet) Sei M eine orientierte 2-di-
mensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und ¢ eine geschlossene,
stiickweise C?-Kurve, die in einem Parametergebiet liegt und ein ein-
fach zusammenhénges Gebiet berandet. Seien «; die Drehwinkel von ¢
an den Stellen, wo ¢ nicht differenzierbar ist, gemessen im mathema-
tisch positiven Sinn. Dies sei ein ‘zulédssiges Gebiet G, berandet von
einer Kurve ¢ mit Eckenwinkeln «;’.

DEFINITION 5.51. (historisch gemessener Winkel) Sei ¢ eine Kurve in
einer orientierten 2-dim. MF und seien V'(t), W (t) Vektorfelder lings
cmit V(t), W(t) # 0. Sei E = (E4, E) die positive Orthonormalbasis
in T,y M mit Ey = V/||[V||, und sei ¢ eine stetige Funktion, sodass die
Koordinatenspalte von W in der Basis F die Form.

cos
sin ¢
der historisch gemessene Drehwinkel von W gegeniiber V' in [a, b]. Ist
W nur stiickweise stetig, und dreht sich an endlich vielen Stellen ¢; um

einen Winkel «;, so sei ¢(t) so definiert, dass der Sprung von ¢ bei t;
gleich a; ist.

Op(W) = [|[W]| [ ] besitzt. Dann ist < (W/y/) := o(b) — ¢(a)

LEMMA 5.52. Der historisch gemessene Winkel ist wohldefiniert, und
es gilt <G (Vs/vy) = <G(V2/vi) + < (Vo/vy).

BEWEIS. Die in der Definition geforder-
te Funktion ¢ ist lokal sicherlich defi-
niert und bis auf Vielfaches von 27 be-
stimmt. Wegen der Kompaktheit des In-
tervalls [a,b] kann man ein global defi-
niertes ¢ aus solchen Teilen zusammen-
bauen. Seien nun ¢, ¢ zwei Funktionen,

sei A(t) = p(t) — @(t). Wenn wir A(t) =
const zeigen koénnen, ist der Gesamtdreh-
winkel wohldefiniert. A ist stetig, denn
©, @ haben die gleichen Sprunghséhen, wo
sie nicht stetig sind. Lokal ist A nach
dem obigen konstant, d.h. A ist kon-
stant. Die Additivitdt der Winkel folgt

die die Definitionsgleichung erfiillen, und nun direkt aus der Definition. O

SATZ 5.53. (Umlaufsatz von Hopf) Ist ¢ der Rand eines zuldissi-
gen Gebiets in der euklidischen Ebene mit ¢(0) = ¢(L) = p und Au-
Benwinkeln «;, und ist weiters 0y ein konstantes Vektorfeld, so gilt
(0 0c) = 2m.

BEWEIS. Siehe [Hopf 1935] und fiir denn Fall dass ¢ € C*, auch [do Car-
mo 1976, p. 396]. O

LEMMA 5.54. Der Umlaufsatz von Hopf gilt auch fiir zuldssige Gebiete
in Riemannschen Rdumen.

BEWEIS. Nach dem Umlaufsatz von Hopf ist ¢ := <t} (C'/a1 o c) = 2m,
wenn wir im Parametergebiet das euklidische Skalarprodukt ( , )o ver-
wenden. Wegen ¢(0) = ¢(L) ist ¢ € 2nZ, und @ variiert stetig bei
stetiger Variation von ( , ). Es folgt, dass der Wert von ¢ fiir alle Ska-
larprodukte (, )y = (1 —1¢)-(, Yo+ t({, ) gleich 27 ist O
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LEMMA 5.55. Sei G ein zuldssigen Gebiet mit Randkurve ¢ (c(0) =
c(L) = p) und Eckenwinkeln o. ky sei die geoddtische Krimmung von
c. Ist Ey(t) ein Parallelfeld, so ist

<I£(E1/al o c) =21 — J(I{/ig ds — Zai.

BEwEIS. Wir wéhlen eine positive Orthonormalbasis Ey, Fy in T,M
und erzeugen Vektorfelder F;(t), Fo(t) durch Parallelverschiebung. Sei
¢ nach der Bogenldnge parametrisiert, und sei ¢ eine Funktion mit
¢ = cosply + sin pF, ldngs der glatten Semente von ¢. An der i-ten
Sprungstelle von ¢ sei der Sprung von ¢ gleich dem Eckenwinkel «;.
(d.h. ¢ ist eine Funktion mit (L) — (0) = <G (Y E,)).

Der aus ¢ durch eine Drehung um +90° entstehende Vektor m hat
die Form m = —cospl; + sin pLsy. Weiters ist %c’ = —psinpl; +
pcosply, also ¢ = K, langs der glatten Segmente von c. Es folgt

) = (L) = 9(0) = Prgds + Y
Wir wenden nun 5.52 an; aus

G (Ya) = < (Bfa) + < (YE)

folgt direkt die Behauptung. OJ

SATZ 5.56. (Integralformel von Gauf$-Bonnet) Betrachte ein zuldssiges
Gebiet G, berandet von einer Kurve ¢ mit Eckenwinkeln «;. Dann gilt

]{/ﬁgds—l—Zai:%r—/KdO.
c G

BEwWEIS. Wir bewegen uns innerhalb eines zuldssigen Gebietes, d.h.
0.B.d.A. rechnen wir im R? Wir betrachten die Vektorfelder ¥ =
O1/||01]] und Y*, die in jedem Punkt eine positive Orthonormalbasis
bilden. Weiters definieren wir die skalaren Funktionen P = (V,Y,Y™)
und @ = (WY, Y™*). Wir betrachten das folgende Kurvenintegral langs
¢, wobei wir ¢ = (4!, 4?) und du’ = u'dt setzen:

j{P du' + Q du? = j{@lvly Y, YY) dt

D

_ 7{ (Vi +aze, Y, Yt = f (YY)t

Sei F = (Ey, Es) eine positive Orthonormalbasis aus Parallelfeldern
langs der Kurve ¢, sei ¢ stetig mit ®p(Y) = [COSSO], Op(Yr) =

sin ¢
— sin . .[—sin ) '
[ cosi] Dann ist CIDE(%Y) = gp[ cosg}’ d.h. (%Y,Y ) = . Bs
folgt also

f(%Y, Y*)dt = <ZOL (Y/E1) = —<I£ (El/al) = %Fagds + Zai — o
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Nun verwenden wir den Integralsatz von Green, um das obige Kurven-
integral in ein Flachenintegral zu verwandeln:

/ (9Q/dul — OP/u?)
- / / (0L (VaY, Y*) — 0y(V,Y, Y))
— [y + (VYWY - (GRY.Y) - (RY.9Y)

Wegen (Y,Y) = const ist £(V,Y) =2(2Y,Y) =0, d.h. die kovariante
Ableitung von Y ldngs irgendeiner Kurve ist orthogonal zu Y. Dasselbe
gilt fiir Y*. Deshalb verschwinden (V,Y, ViY™*) und (WY, VoY™*). Das
Integral ist also weiter gleich

// R(9,,3)Y,Y*) // area(dy, ) KY™*, V™)

:—//K det(g;) = /KdO _

BEMERKUNG 5.57. Der Satz gilt auch dann, wenn G nicht in einem
Kartengebiet liegt.

BEMERKUNG 5.58. Ist ¢ der Rand eines eine offene Umgebung von p, so kann

zuldissigen Gebietes und V' ein Parallel-
feld langs c, so ist der Gesamtdrehwinkel
von V gleich <{% (V/o, 0c) = [ K dO.
Die Drehung um diesen Winkel ist in
der Holonomiegruppe H, enthalten. Ist
die GauBkriimmung K(p) # 0 und U

man durch geodétische Parallelverschie-
bung ldngs geeigneter kleiner geschlos-
sener Kurven in U alle Drehungen um
Winkel in [0,e] erzeugen. Wegen n -
[0,e] 2 [0,27] fiir geeignetes n ist dann
Hg > SOy, fiir alle U und Hpye = SOs.

SATZ 5.59. (‘Theorema Elegantissimum’ von Gauf$) Die Summe der
Innenwinkel in einem geoddtischen Dreieck A (ein zulissiges Gebiet,
das von drei geoddtischen Linien berendet wird) ist gleich

7T+/Kd0.
A

BeEwEis. Wir wenden die Integralformel von Gau3-Bonnet an. Die In-
nenwinkel 3; und die Eckenwinkel «; stehen in der Relation 3; = 7 — ;.
Die geoditische Kriimmung von geodétischen Linien verschwindet. Da-
mit ist

(W—51)+(7T—52)+(7T—53):27r—/KdO. .

SATZ 5.60. (Satz von Gaufi-Bonnet) Ist M eine 2-dimensionale ori-
entierbare kompakte Mannigfaltigkeit, zerlegt durch zuldssige Gebiete,
Seien e, f, k die Anzahl der Ecken, Fldachen, und Kanten dieser Zer-
legung, und sei x = e+ f — k. Dann ist

/K—Qw(e—l—f—k)—%rx.
M

BEWEIS. (i) In jedem Parametergebiet ist ein positiver Umlaufsinn fiir
den Rand eines einfach zusammenhéngenden Gebietes definiert (innen
ist links). Nachdem die Orientierung vom Parametergebiet unabhéngig
ist (M sei orientiert), wird beim Durchlaufen des Randes aller Gebiete
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jedes Segment genau zweimal in 2 verschiedenen Richtungen durchlau-
fen.

(ii) Die Summe der Innenwinkel 3, ¢, der in einer Ecke e; zusam-
menstoflenden Gebiete G ist gleich 27, und jeder einzelne Innenwinkel
ist gleich ™ — ae, g,, wobei a., ¢, der Eckenwinkel des Gebietes G; an
der Ecke e; ist.

(iil) Summieren wir ¢ K, + > «; = 27 — [ K dO fiir alle Gebiete auf,
so erhalten wir

> (/mg—/ng)JrZ Y (m=Bua)= Y, (%—/GjKdO)

Kanten o~ Fcken e; Gebiete G; Gebiete G
=0 nach (1) an Ecke e;
— E g m— E 27T:27Tf—/KdO
Gebiete Ecken Ecken
an Gebiet —
nach (ii)

:Zkﬁ—e-QW:Qﬂf—/KdO. .

Der Satz gilt auch dann, wenn die einzelnen Gebiete nicht in einer
Kartenumgebung enthalten sind.

SATZ 5.61. Sei M wie in 5.60. Dann besitzt M eine Zerlequng wie in
5.60 gefordert.

DEFINITION 5.62. (Euler-Charakteristik) Die Grofie e + f — k = x
einer Zerlegung nach 5.60 heifit Euler-Charakteristik x (M) von M.

SATZ 5.63. x(M) ist wohldefiniert, und unabhdngig von der Zerlegung.

BEWEIS. Das folgt direkt aus dem Satz von GauB-Bonnet, weil [ K dO
unabhéngig von der Zerlegung ist. 0

BEISPIEL 5.64. Sei M = S%. Wegen K = 1ist [ K dO = 4. Es folgt,
dass fiir jede zuliissige Zerlegung e + f — k = 2 gilt, d.h. x(S5?) = 2.

SATZ 5.65. Das Oberflichenintegral der Gaufischen Krimmung ist von
der Riemannschen Metrik unabhdngig. Es ist immer ein ganzzahliges
Vielfaches von 2.

BEWEIS. Das folgt direkt aus dem Satz von Gauf-Bonnet, weil x (M)
unabhingig von der Riemannschen Metrik ist. U

BEISPIEL 5.66. Sei M diffeomorphes Bild einer Sphére, mit beliebiger
Riemannscher Metrik. Dann ist [ K dO = 4x. Ein Torus besitzt eine
Zerlegung mit e + f — k = 0. Daher ist (M) = 0 und [,, KdO =0
fiir jedes diffeomorphe Bild M des Torus, und fiir jede Riemannsche
Metrik auf M.

FOLGERUNG 5.67. Ist x(M) # 0, so gibt es auf M keine Riemannsche
Metrik mit verschwindender Krimmung. Das Nichtverschwinden von
X (M) stellt ein Hindernis dar.
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6. RELATIVITATSTHEORIE

In diesem Kapitel wird das von A. Einstein eingefithrte Modell der
allgemeinen Relativitdtstheorie betrachtet, in welchem die Raumzeit ei-
ne pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit ist, deren geoditische Linien
die Lebenslinien von frei fallenden Teilchen darstellen. Die Bogenldnge
entlang Lebenslinien ist die Eigenzeit, die dieses Teilchen durchlebt.
Die zuléssigen pseudo-Riemannschen Metriken werden aus der Forde-
rung abgeleitet, dass die relative Bewegung von Teilchen zueinander, die
mit gleichen Anfangsbedingungen starten, analog zur bekannten New-
tonschen Mechanik verlauft. Die dabei behandelten Effekte 2. Ordnung
(Gezeiteneffekte) driicken sich im Auseinander- bzw. Zusammenlaufen
von Lebenslinien aus und sind daher iiber Jacobifelder beschreibbar.

DEFINITION 6.01. (4-dim. pseudoeuklidi-
scher Raum) Dieser ist der R* mit Koor-
dinaten (2°,...,2%) und dem Skalarpro-

dukt (z,y)pe = 200 —plyl —22y% — 2393,

Wir interpretieren die Punktes des R*
als Ereignisse mit einer Zeit- und drei
Ortskoordinaten. Ein Vektor v € R*
ist flach or raumartig, wenn (v,v)pe <
0, er ist isotrop oder lichtartig, wenn
(v,v)pe = 0, und steil oder zeitartig,
wenn (v, v)pe > 0.

DEFINITION 6.02. (Lebenslinie, Figen-
zeit)  Eine Kurve ¢ : I — R* heifit Le-
benslinie, wenn ¢ zeitartig ist und ¢° > 0.
Die Bogenlinge L%(c) heifit die Eigen-
zeit lings der Lebenslinie, die zwischen
den Ereignissen c¢(a) und ¢(b) verbraucht
wird.

BEMERKUNG 6.03. Diese Bezeichnungen
kommen von der Interpretation des pseu-
doeuklidischen R* als Modell der spezi-
ellen Relativitéatstheorie.

Im pseudoeuklidischen R* operiert die
Gruppe G der pseudoeuklidischen Kon-
gruenztransformationen g : x +— A -z +b
mit A € Oy 3, d.h. AT - diag(—1,1,1,1) -
A = diag(—1,1,1,1). Wir schrénken wir
uns im speziellen auf solche A € O3
ein, die ‘in die Zukunft’ weisende Vek-
toren (v € R* mit v > 0) wieder auf
solche abbilden.

Sarz 6.04. (A. D. Alezandrov) Sei
dpe(P;q) = (p — 4, — @)pe. Jede Bijek-
tion g : R* — R* mit dpe(p,q) = 0 <=
dpe(9(p), 9(q)) = 0 ist eine pseudoeukli-
dische Kongruenztransformation [Alex-
androv 1996].

SATZ 6.05. (Zwillingsparadozon)  Die
‘lingsten’ (im Sinne der Eigenzeit) Le-
benslinien, die zwei Punkte p,q € R* ver-
binden, sind die monoton parametrisier-
ten Geraden.

BEWEIS. p — ¢ ist zeitartig. Sei dpe(p,
q) = T. Dann existiert eine pseudoeu-
klidische Kongruenztransformation mit
p = (0,0,0,0) und ¢ = (7,0,0,0). Sei
0.B.d.A. ¢(0) = p, ¢(1) = ¢. Fiir jede
Lebenslinie ist ¢°(1) > 0. Dann ist

i = [ @@
s/01W=/01é°=c°\;=T

mit Gleichheit genau fiir ¢! = ¢2 = ¢3

0.

ol

DEFINITION 6.06. (Pseudo-Riemannsche
4-dim. MF) Sei (M,{,)) eine diffe-
renzierbare Mannigfaltigkeit mit einem
differenzierbaren (2, 0)-Tensorfeld ( , ) €
Ty M, sodass ( , ), eine symmetrische Bi-
linearform in T, M der Signatur (+, —,
—, —) ist. Dann ist (M, (,)) ein pseu-
do-Riemannscher Raum der Dimension
4.

Wir verwenden die in der Riemann-
schen Geometrie von der Metrik ( , ) ab-
geleiteten Begriffe wie kovariante Ablei-
tung, geoditische Linie, etc., ohne darauf
Riicksicht zu nehmen, dass sie eventu-
ell nicht dieselben Eigenschaften haben
wie im Riemannschen Fall. Ein Beispiel
fiir eine solche Diskrepanz ist der Unter-
schied zwischen 1.08 und 6.05.

Analog zum pseudoeuklidischen R*
gibt es die Unterscheidung zwischen
raumartigen, lichtartigen, und zeitarti-
gen Vektoren v € T, M durch (v,v) <0,
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(v,v) = 0, und (v,v) > 0. Wir verwen-
den (M, (,)) als Modell fiir die Raum-
zeit der allgemeinen Relativitédtstheorie.

DEFINITION 6.07. (Lebenslinie, Figen-
zeit)  Eine Kurve ¢ : I — M heifit
Lebenslinie, wenn (¢,¢) > 0. Die Bo-
genliinge L (c) heifit Eigenzeit lings der
Lebenslinie zwischen c¢(a) und ¢(b).

DEFINITION 6.08. (Freier Massenpunkt,
Lichtteilchen) Eine Lebenslinie gehort
zu einem freien Massenpunkt bzw. frei
fallenden Teilchen, wenn sie eine geodéti-
sche Linie ist, d.h. %c' = 0. Eine lichtar-
tige Geoditische (d.h. (¢,¢) = 0) ist die
Lebenslinie eines Lichtteilchens (“Pho-
tons”).

Um als Modell fiir eine Raum-Zeit im
Sinne der allgemeinen Relativitédtstheo-
rie zu dienen, muss die peudoriemann-
sche Metrik (, ) in M bestimmten Be-
dingungen geniigen (Sie muss die ‘Feld-
gleichungen’ erfiillen).

Als Motivation fiir die ‘Feldgleichun-
gen im Vakuum’ betrachten wir zunéchst
die klassische Newtonsche Mechanik und
danach ein relativistisches Analogon:

BEISPIEL 6.09. (Gezeiten, Newtonsch)
Wir betrachten Punkte x(s), die sich im
R3 mit Koordinaten u!, 4%, u? in einem
Kraftfeld mit Potential ¢ bewegen —
zum Zeitpunkt ¢ befinden sie sich bei
x(s,t). Wir bezeichnen Ableitungen nach
Variablen ¢,s,u',... mit z, x5, @1,
u.s.w. Die Bewegungsgleichung ist gege-
ben durch

z4(s,t) = —Vip(x(s,1)).

Wir beobachten das ‘Auseinanderdriften
der Bahnkurven’:

Ax(t) = z(s,t) —x(0,t) = s -z 5,

0| ¥P1
T tts = s P2

¥.3
P11 - P13 xls
- . p)
== . . . x;S
3
(10731 e @733 :C,s

D.h. lings der Bahnkurve x(0,t) erfiillt
die ‘infinitesimale Differenz zur Nachbar-
Bahnkurve x(0 + ds, t)’ die Gleichung

Zs=0L(t) -z,
wobei die Koordinatenmatrix der linea-
ren Abbildung L(t) durch (¢,;;(x(0,t)))
gegeben ist (siehe die obige Matrixglei-
chung).

Setzt man beispielsweise das Potenti-
al als Gravitationspotential in der Form
o(z) = —1/||z|| an, so ergibt sich an der
Stelle (r,0,0) die Matrix

2 0 0
L(r,0,0)=——=1]0-1 0].
"*lo 0-1
Dass die Spur der Matrix verschwindet,
ist eine Konsequenz der Newtonschen
Feldgleichungen

div(grad ) = 47Gp

mit der Gravitationskonstante G und der
Dichte der Materie p (p = 0 im Vaku-
um). Als Motivation fiir dieses Beispiel
koénnen die Wassermassen der Erdober-
fliche im Gravitationsfeld des Mondes
dienen.

BEISPIEL 6.10. (Gezeiten, relativistisch)
Wir betrachten die Lebenslinien (s, t)
von frei fallenden Massenpunkten z(s).
cs(t) = x(s,t) sind geodiitische Lini-
en. Wir wihlen eine Basis Ey,..., F3 in
Tm(O,O)M mit éo = Eo.

Wir erzeugen Vektorfelder Ey(0), ...,
E3(t) langs co(t) durch geodétische Par-
allelverschiebung, und verwenden die lo-
kale Parametrisierung

g(u g 7u3) = eXPCO(uo)(ulEl (uO)

+ u? By (u?) + u? B3 (u?)).

Eine solche Karte fiir M heifit Fer-
mi-Koordinatensystem beziiglich des frei
fallenden Beobachters z(0,t) = c¢o(t),
wenn zusétzlich (g;x) = diag(—1,1,1,1)
in ¢(0) und damit léngs c. Langs der Kur-
ve C()('LLO) ist 80 = Eo, ey 33 = Eg.

Wir betrachten eine einparametrige
Schar z5(t) = g(u(s,t)) von Lebenslini-
en. Weil Lebenslinien Geodétische sind,
ist das Vektorfeld

Ox(s,t)
J(t) = 95 |,

0 3 j
= U’sao + - U,Sag = ufSEj,

das das ‘Auseinanderdriften der Lebens-
linien’ mifit, ein Jacobi-Feld und erfiillt
nach 5.17 die Differentialgleichung

J" = —R(¢o, J)éo.

Da Ey, ..., E3 Parallelfelder sind, gilt

n __ .0 3
JU =g Eo+ -+, Es.

Wir bestimmen die Koordinatenmatrix
der linearen Abbildung —R(¢ég,)ép be-
ziiglich der Basis FEy,..., F3 in einem
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Punkt der Geoditischen xz(0,t). Zu-
vor iiberlegen wir uns noch einen Zu-
sammenhang zwischen den Koeffizien-
ten Riji und Réjk: Wegen (g;x) =

diag(1,—1,—-1,—1) ist
Rijui = (R(E;, E;)Ey, Ey)

= <RfjkEp,El>
_ JrRéjk fir i =0
~ | —Rl, fir I #0.

Es ist Rﬁik = 0, und wegen R;jrr = 0
ist auch Rfjk = 0. Wegen Rijii = Ryij,
also speziell Rojor = Rokoj, gilt hier bei

k,1 >0, dass R’gjo =Rl
—R(¢o, Ex)éo = —R(Ey, Ey)Ep

!
= —Royro L
und weiter

r,.0 0 0
T stt Rooo - -+ Roso

J// — . — . . . . J
L L stt Rioo - -+ Roso
ro o ... O

QRélo 3530

L0 Ry .. Riso

D.h. die geodédtische Abweichung wird,
genauso wie im Newtonschen Fall, durch
eine symmetrische (3 x 3)-Matrix be-
schrieben. Es liegt daher nahe, vom
Kriimmungstensor zu fordern, dass die
Spur dieser linearen Abbildung ver-
schwindet:

R800 +R10 + Riso + Rijzo = 0,
~——
=0
bzw. koordinatenfrei
tI‘(R(Eo, )Eo) =0.

Nachdem die Auswahl der Lebenslinie
(und des Vektors Ey) beliebig war, ist
eine naheliegende Forderung an M, dass

tr(R(v, -)v) = — Ric(v,v) = 0 fiir alle v.

Der Ricci-Tensor ist symmetrisch:

BEWEIS. Es ist Ric(v, w) = tr(R(-,v)w)
= Ri]”l}iwj. Zu Zeigen ist Rij = RJL Es
ist Rij = tI“(R(',Ei)Ej) = tI‘(Rgﬂ-j) =
Yok Rﬁij. Wir verwenden eine Parame-
trisierung, sodass an der betrachteten
Stelle g;, = diag(1,—1,—1,—1). Dann
ist (siehe oben) Rfjk = Ry =
+(—=1)(-1)Rjur = +Ruji = Ry, O
Deshalb folgt aus
1
Ric(v,w) = i(Ric(v +w, v+ w)
— Ric(v,v) — Ric(w,w))
die Gleichung
Ric(v,w) =0

fiir alle v, w.

DEFINITION 6.11. (Feldgleichungen im
Vakuum) FEin vierdimensionaler pseu-
do-Riemannscher Raum (M, ( , )) dient
als mathematisches Modell fiir die Be-

wegung von Teilchen im Vakuum, wenn
der Ricci-Tensor verschwindet.

BEISPIEL 6.12. (Schwarzschild-Metrik)

Sei M = {(u®,...,u) € B! | (u)® +
(u2)2 + (U3)2 > R2}. Sei g : R4 — R4,
t
| rcosfsin g
g(t,,0,) = rsinfsin @
7 COS P

eine lokale Parametrisierung von M. Die
pseudo-Riemannsche Metrik (, ) in M
habe beziiglich dieser Karte die Koeffizi-
enten
r—R r

y Grr = R_ '

Jpp = _T27906 =—r?
Alle gemischten Koeflizienten sind gleich
0. Man iiberzeugt sich prinzipiell leicht,
dass der Ricci-Tensor verschwindet. Es
handelt sich um ein Modell des Gravi-
tationsfeldes eines sphérisch-symmetri-
schen Korpers.

Jit =

sin? .
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A. ANHANG

A.1l. Geometrie.

DEFINITION A.01l. (Volumen) Sei V ein n-dimensionaler reeller Vek-
torraum, versehen mit einem Skalarprodukt so, dass eine feste Or-
thonormalbasis Determinante 1 besitzt. Dann ist das orientierte Vo-
lumen des von n Vektoren aufgespannten Parallepipeds gegeben durch
\ﬁ(ul, oy uy) = det(uq, . .., uy,). Das Volumen ist definiert durch vol =
Ivol.

Das r-dimensionale Volumen vol(vy, ...,v,) von r Vektoren wird in
einem r-dimensionalen Unterraum berechnet, in dem vy, ..., v, liegen.

SATZ A.02. Das r-dimensionale Volumen des von den Vektoren vy, ...,
v, aufgespannten Parallelepipeds im R™ ist gegeben durch

vol(uy, ..., u,)* = det ((uy, ur)’ 4y ).
DEFINITION A.03. (Kreuzprodukt) ey, ..., e, seien die Vektoren einer

Orthonormalbasis in einem n-dimensionalen euklidischen Vektorraum
V und (x]) seien die Koordinaten von x; beziiglich dieser Basis. Das

Kreuzprodukt von x4, ..., 2,1 € V ist durch Entwickeln der folgenden
symbolischen Determinante nach der letzten Spalte gegeben:
l& e x’ll’l,f]. el
Ty X o X Ty =
x?_l e xz_l en
SAaTz A.04. Das Kreuzprodukt von x1,...,x,_1 steht orthogonal auf
alle x;, es erginzt x1,...,x,—1 zu einer positiv orientierten Basis (falls
T1,...,Tn_1 linear unabhingig sind), und
|lz1 X -+ X @y q|| = vol(zy, ...,z 1).

DEFINITION A.05. (Liesche Algebra) g heifit Liesche Algebra, wenn g
ein Vektorraum ist, und eine bilineare Abbildung [,] : §x g — g mit den
folgenden Gesetzen definiert ist: (i) [x,z] = 0 (ii) [z, [y, 2]] + [y, [z, z]] +
[z, [x,y]] = 0 (Jacobi-Identitét).

BEISPIEL A.06. R? mit [z,y] = z X y ist eine Liesche Algebra.
A.2. Analysis.

DEFINITION A.07. (C") Sei U C R™ offen und f : U — R™. f heifit
of7

r-mal stetig differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen o 50

existieren und in U stetig sind. Wir schreiben f € C".

DEFINITION A.08. (Differential, regqulir, Gradient) Ist f : U C R™ —
R™ differenzierbar, so sind die lineare Abbildung df, : R™ — R" (das
Differential von f bei p) bzw. im Falle n = 1 der Gradientenvektor
grad,(f) von f bei p gegeben durch
0 0 0 0
o) = 25t 4 2Ly rady ()= (55 2
[ heiBt regulér bei p, wenn df,, regulér ist, d.h. Av mit df,(v) = 0.
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BEISPIEL A.09. Bei n = 1 ist df,(v) = grad,(f)-v und f reguldr <=
grad, (f) # 0.

DEFINITION A.10. (holomorph, analytisch) f : U C C — C ist ho-
lomorph, wenn das Differential von f (wir identifizieren C mit R?) in
jedem Punkt eine gleichsinnige Ahnlichkeit ist. ¢ : U € C — R ist
analytisch, wenn ¢ der Realteil einer holomorphen Funktion ist.

SATzZ A1l. Seig : U C C — R einfach zusammenhdingend. Wir
schreiben g(u,v) := g(u+1iv). Dann ist g analytisch genau dann, wenn
Guut o0 = 0 und auch genau dann, wenn lokal g(z—zp) = > pe g ar(z—
20)F gilt.

DEFINITION A.12.  (reell-analytisch) f : U C R — R ist reell-
analytisch, wenn lokal um jedes zy € U gilt, dass f(z) = Y pojar(z —
7o)" ist. Funktionen f : U C R — R” heilen reell-analytisch, wenn jede
einzelne Komponente reell-analytisch ist.

Sarz A.13. Jede reell-analytische Funktion f: U C R — C kann durch
dieselben Potenzrethen, von denen in einer Umgebung V von U C C
immer mindestens eine konvergiert, zu einer holomorphen Funktion f :
V' — C fortgesetzt werden.

BEISPIEL A.14. Sei f : U € C — C holomorph mit f(z) = g(z)+ih(2),
g = Re(f) und h = Im(f). Identifizieren wir C mit R?, hat das Diffe-
rential df, : R? — R? die reelle Koordinatenmatrix A = [fgL“ fgL’U ] . Da
A eine Ahnlichkeit beschreibt (nach Definition von ‘holomorph’), ist die
2. Spalte, aufgefafit als Vektor im euklidischen R?, die um 90° gedrehte
1. Spalte, d.h. h,, = —g.4, hy = g (das sind die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen). Bei ¢ = £ +in ist df(() = A - [5} Diese Ahn-
lichkeitsabbildung kann man auch durch die Multiplikation mit einer
komplexen Zahl ausdriicken: Es gilt df (¢) = g—i -(, wobei j—j; =0ut1i9y
die komplexe Ableitung von f bedeutet.

DEFINITION A.15. (Diffeomorphismus) Sind U,V C R™ offen, so heifit
f : U — V Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist, und f und f!
differenzierbar sind.

BEeIsPIEL A.16. Ist f : (a,b) — (c,d) bijektiv und differenzierbar mit
' # 0, so ist auch f~1 differenzierbar mit (f~1)'(t) = f'(f~1(t)), d.h.
f ist Diffeomorphismus.

LEMMA A.17. Ist f ein Diffeomorphismus, so ist f notwendigerweise
requlir. Ist f € C" und diffeomorph, so ist auch f~' € C".

SATz A.18. (Satz von der Umkehrfunktion) Ist f : U — R™ bei p €
R™ requldr, dann existiert eine offene Umgebung V' von p, sodass f :
V. — f(V) ein Diffeomorphismus ist. Wir sagen, dass [ ein lokaler
Diffeomorphismus ist.
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SaTz A.19. (Substitutionsregel) Ist f : U CR™ — R (Riemann- oder
Lebesque- )integrierbar und ¢ : U — V' diffeomorph, so gilt [, f(z)dx =
[ (f o ©)(W)|J(y)|dy, wobei J(y) die Determinante der n x n-Matriz
Op/dy ist.

DEFINITION A.20. (Differentialgleichung) Sei U C R™ offen, (tg,uq) €
(a,b) x U und f : (a,b) x U — R™ eine C"-Abbildung (r > 0). Eine
Kurve ¢ : (/') — R™ heifit Losung der Differentialgleichung %u =
f(t,u) mit Anfangsbedingung (to,up), wenn a < a’ < tog < b’ < b ist
und c(tg) = wg, f(t,c(t)) = é(t) gilt. Die Differentialgleichung heift
linear, wenn f die Gestalt f(t,u) = fo(t) + > 7y u;f;(t) hat.

SATZ A.21. (wir verwenden die Bezeichnungen von A.20) Beir > 1
existiert fir alle Anfangsbedingungen eine Lisung cy,:, der Differen-
tialgleichung, die bis auf das Intervall (a',') eindeutig ist. Fir eine
lineare Differentialgleichung existiert bei v > 0 eine eindeutige Lisung
mit (a',b') = (a,b). In beiden Fillen ist die Abbildung c : (ug,tg,t) —
Cup,to(t) € R™ aus der Klasse C".

DEFINITION A.22. (metrischer Raum) d: X x X — [0,00) ist Metrik
und (X, d) metrischer Raum, wenn gilt: (i) d(z,y) = 0 <= z =y, (ii)
d(z,y) = d(y,x) fir alle z,y € X, (iii) d(x,y) + d(y,z) < d(z,z) fiir
alle z,y, z € X (Dreiecksungleichung).

Wir verwenden die Schreibweise B(z,¢) fir die Menge {y € X |
d(z,y) < e}

DEFINITION A.23. (Grenzwert, Cauchyfolge, Vollstindigkeit) Ist X
metrischer Raum und a : N — X Folge, so heifit a Cauchyfolge, wenn
Ve > 0 AN € N, sodass aus n,m > N stets d(a,,a,) < ¢ folgt.
« ist Grenzwert von a, wenn Ve > 0 4N € N, sodass aus n > N
stets d(a,,a) < e folgt. Wir schreiben o = lima,,. Konvergiert jede
Cauchyfolge, so heifit (X, d) vollstandig.

BEISPIEL A.24. Grenzwerte sind immer eindeutig, falls sie existieren.
Mit d(z,y) = ||z — y|| ist R™ vollsténdiger metrischer Raum.

DEFINITION A.25. (Hdufungspunkt) Ein Grenzwert einer Teilfolge
einer Folge heifit Haufungspunkt der Folge.

SATZ A.26. Jeder Hiufungspunkt einer Cauchyfolge ist Grenzwert.

BEWEIS. Sei o« = lima,, und & > d(ap,am) < &/2 fir n,m > N,. Fiir
0. Dann gibt es Ny mit d(an,,«) < N :=max(Ny, N2) gilt dann n > N =
e/2 fir n; > Np und es gibt No mit d(«,a,) < e, also a = lima;. O

DEFINITION A.27. (totale Variation) Ist M metrischer Raum und
f i [a,b] — M stetig, so ist die totale Variation von f definiert als
sup > d(f(tiy1), f(t;)), wobei das Supremum iiber alle Unterteilungen
a=ty<t; <---<t.=0bgenommen wird.
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A.3. Topologie.

DEFINITION A.28. (Topologie, offen, abgeschlossen, Basis) Fine Menge
X und eine Menge & von Teilmengen von X heifit eine Topologie,
wenn gilt: (i) X,0 € 0, (ii) 01,0, € € = 0, N0y € 0O, (iii) Die
Vereinigung einer Familie von O; € 0 ist in 0. (X, 0) (oder nur X)
heiffit dann topologischer Raum. Die Elemente von & heiflen offen und
ihre Komplemente abgeschlossen. &' C ¢ heifit eine Basis, wenn die
Mengen von € genau die Vereinigungen von Mengen von &” sind.

BEISPIEL A.29. Durch Komplementbildung erhélt man die Aussagen
(i) @ und X sind abg., (ii) Ay, A abg. = A; U A, abg., (iii) A; abg.
(iel) = [)A ist abg.

Sind 0, O, Topologien fiir X, und sind &7, 0%, deren Basen, so folgt
aus 07 C Oy und 0% C 0, dass 0) = 0, gilt.

BEISPIEL A.30. Ist X metrischer Raum, so definieren wir eine Topo-
logie durch die e-Umgebungen B(zx,e) von Punkten als Basis. Diese
Topologie heifit durch die Metrik induziert. Bei X C R™ und der kano-
nischen Metrik im R” spricht man von der Standardtopologie. U C X
ist offen genau dann, wenn Vo € U 3¢ > 0 mit B(x,e) C U.

DEFINITION A.31. (Abschluss) Fiir Y C X sei Y der (dann abge-
schlossene) Durchschnitt aller abg. Teilmengen von X, die Y enthalten
(= Abschluss bzw. abg. Hiille von Y).

DEFINITION A.32. (Umgebung) U ist Umgebung von z <= 3V €
O:VCUxeV.

DEFINITION A.33. (stetig, Homdéomorphismus) Sind X,Y topologi-
sche Rdume, dann ist f : X — Y stetig, wenn das Urbild jeder offe-
nen Menge offen ist. Ist f bijektiv und f~! ebenfalls stetig, so heifit f
Homo6omorphismus.

BEISPIEL A.34. Verwenden wir eine durch eine Metrik bestimmte To-
pologie, so stimmt A.3 mit der {iblichen Definition der Stetigkeit aus der
Analysis iiberein: f ist stetig genau dann, wenn lim f(a,) = f(lima,).

Eine Abbildung ist offenbar auch genau dann stetig, wenn die Ur-
bilder von abgeschlossenen Mengen abgeschlossen sind. Ist f: X — R
stetig, so definiert die Ungleichung f(z) > 0 eine offene Teilmenge
X' = f71((0,00)) von X, und die Gleichung f(x) = 0 eine abgeschlos-
sene Teilmenge X” = f~!1({0}) von X.

DEFINITION A.35. (Teilraum) Ist Y C X und (X, &) topologischer
Raum, so sei 0/ = {UNY | U € 0'}. Dann ist (Y, 0") ein topologischer
Raum und heiit Teilraum von (X, ).

BEISPIEL A.36. Ist X metrischer Raum und verwenden wir als Me-
trik in Y die von X, so stimmt die metrische Topologie in Y offenbar
mit der Teilraumtopologie in Y iiberein. Dies gilt insbesondere fiir die
Standardtopologie im R™.
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DEFINITION A.37. (Hausdorff) Ein topologischer Raum (X, &) ist
Hausdorffsch (“T%”), wenn je zwei verschiedene Punkte aus X disjunkte
offene Umgebungen haben.

BEISPIEL A.38. Metrische Topologien sind Hausdorffsch: Fiir z,y €
R™ kann man offene Kugeln mit Radius ||d(z,y)||/3 verwenden. Jeder
Teilraum eines Th-Raumes ist offenbar ein T5-Raum. Die Mengen {z}
sind in einem Ty-Raum abgeschlossen (U-Bsp.)

DEFINITION A.39. (Zusammenhang) Haben in (X, &) nur ) und X
die Eigenschaft, gleichzeitig offen und abgeschlossen zu sein, heifit X
zusammenhéngend.

BEISPIEL A.40. Die zusammenhéngenden Teilmengen von R (versehen
mit der Standardtppologie) sind genau die Intervalle inklusive £o0 als
Intervallgrenzen (Ubungsbeispiel)

DEFINITION A.41. (Weg, Wegkomponente, Wegzusammenhang) Ein
Weg in X ist eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — X. 2,y € X heiflen
verbindbar, wenn es einen Weg mit ¢(0) = z und ¢(1) = y gibt. Dies ist
eine Aquivalenzrelation (Ubungsbeispiel). Die Aquivalenzklassen der
Relation “verbindbar” heiflen Wegkomponenten. X heifit wegzusam-
menhédngend, wenn je 2 Punkte in X verbindbar sind.

BEISPIEL A.42. Der R” ist wegzusammenhingend. Ist f : X — Y
stetig, und ist X (weg-)zusammenhéngend, so hat auch f(X) diese
Eigenschaft (Ubungsaufgbe)

DEFINITION A .43. (Lokaler Wegzusammenhang) X heifit lokal wegzu-
sammenhédngend, wenn jeder Punkt x € X eine wegzusammenhéngende
Umgebung besitzt.

SATZ A.44. Ist X wegzshgd., so auch zshgd. Ist X lokal wegzshgd. und
zshgd., so auch wegzshgd. (d.h. je zwei Punkte sind durch einen Weg
verbindbar).

BEWEIS. Angenommen, X ist wegz- folgt A = X oder A = (), und X ist

shgd., A C X ist offen und abgeschlos-
sen, und ¢ : [0,1] — A ist ein Weg —
X \ A ist offen und abgeschlossen =
¢ 1(A) und ¢ }(X \ A) sind offen =
¢ 1(A) ist offen und abgeschlossen, und

zshgd..

Ist X lokal wegzshgd., so besitzt jedes
z eine wegzusammenhinge Umgebung,
also ist die Wegkomponente W, von x
offen. W, ist das Komplement der Verei-

nigung der Wegkomponenten der Punkte
nicht in W, (welche offen sind), also ab-
geschlossen. Damit folgt W, = X. O

daher gleich [0,1] oder gleich (), denn
[0, 1] ist zshgd.. Es folgt, dass das Bild ei-
ner Kurve ganz in A oder ganz in X \ A
liegt. Da je 2 Punkte verbindbar sind,

BEISPIEL A.45. Fiir eine offene Teilmenge X des R™ besitzt jedes
x € X eine e-Kugel als wegzusammenhéngende Umgebung, X ist al-
so lokal wegzusammenhéngend. Ist X zusammenhéngend, dann auch
wegzusammenhéngend.

DEFINITION A.46. (kompakt) Eine Topologie (X, 0) ist kompakt,
wenn sie 75 ist, und man aus jeder Familie U; von offenen Mengen mit
|JU; = X endlich viele der U; auswihlen kann, die X iiberdecken.
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Satz A.A7. (i) Sei A C K abgeschlossen. Ist K kompakt, so auch
A. (ii) Ist K kompakt und f : K — Y stetig, so ist f(K) kompakt,
falls Y Ty ist. (iit) Ist [ zusdtzlich injektiv, so ist f : K — f(K) ein

Homdomorphismus.

Bewers. ad (i): Sei U; eine offene Uber-
deckung von A. Jedes U; hat die Form
Vi N A mit V; offen in K. Nun wird K
durch die Mengen (V) gemeinsam mit
K \ A iiberdeckt. Endlich viele davon
iiberdecken K, also endlich viele der Uj
iiberdecken A. ad (ii): Sei (U;)icr ei-
ne offene Uberdeckung von f(K). Die
Mengen V; = f~1(U;) iiberdecken K,

sogar endlich viele davon. Deren Bilder
iiberdecken f(K). ad (iii): Wir miissen
die Stetigkeit von f~! zeigen, d.h. z.z.
ist dass fiir jedes offene U C K auch
f(U) offen ist. K \ U ist kompakt —
fF(K\U) = f(K)\ f(U) ist kompakt
= f(K)\ f(U) ist abgeschlossen —
f(U) offen. O

SAaTz A.48. (Satz von Heine-Borel) Die kompakten Teilmengen von R™
sind genau die beschrdnkten abgeschlossenen Teilmengen (d.h. R™ hat
die Heine-Borel-FEigenschaft)

BEISPIEL A.49. Daraus folgt: Jede abgeschlossene Teilmenge des R”
(versehen mit der Standardtopologie) hat die Heine-Borel-Eigenschaft.

SAaTz A.50. Ist (X, d) metrischer Raum und seine metrische Topologie
kompakt, dann hat jede Folge a : N — X einen Hdaufungspunkt.

BEWEIS. Liegen in jeder Umgebung ei-
nes Punktes x unendlich viele Folgenglie-
der, so ist er ein Hiufungspunkt (wihle
ap, aus B(z,1/i), dann ist = limay,,).
Wir nehmen an, dass a keinen Hiufungs-

eine offene Umgebung U, besitzt, in der
nur endlich viele a; liegen. Endlich viele
der U, tiberdecken X, es diirften damit
in ganz X nur endlich viele Folgenglieder
liegen (Widerspruch). O

punkt besitzt, dass also jeder Punkt x

DEFINITION A.51. (Produkttopologie) Fiir topologische Réume Xj;
(j € J) betrachte das Produkt X = XX, und fiir alle £ € J die
Projektionen p; : X — Xj. Ist Uy offen in X, so sei auch p,gl(Uk) offen
in X (d.h. py ist stetig). Endliche Durchschnitte solcher Mengen und
deren Vereinigungen seien genau die offenen Mengen in X.

BEISPIEL A.52. Die offensichtliche Bijektion R™ x R™ — R™" ist ein
Homo6omorphismus.

DEFINITION A.53. (parakompakt) Ein topologischer Raum X ist pa-
rakompakt, wenn jede offene Uberdeckung (U;)ier eine lokal-endliche
Verfeinerung besitzt: Es gibt eine offene Uberdeckung (V;)jes, sodass
jedes V; in einem U; liegt, und jedes x € X eine offene Umgebung
besitzt, die nur endlich viele der V; schneidet.

BEISPIEL A.54. Wir zeigen die Parakompaktheit der Standardtopo-
logie einer abgeschlossenen Teilmenge X des R™ und verwenden die
Bezeichnung D, fiir die offene und D, fiir die abgeschlossene Vollkugel
vom Radius r und Mittelpunkt 0: Fiir k € Nist K}, := (Dy, \ Dp_4) N X
kompakt, und X = [ J wen K- Endlich viele der U; iiberdecken K. Als V;

verwenden wir (fiir jedes k) die Schnitte dieser U; mit (Dy_;\ Dy_3)NX.
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DEUTSCH-ENGLISCHES GLOSSAR

Abbildung: mapping
abgeschlossen: closed
Ableitung: derivative
Ableitungsgleichungen
(von Frenet): Frenet
equations
Abschluss: closure
Abstand: distance
abtragende Abbildung:
endpoint map
abwickelbar: devel-
opable
Abwicklung: develop-
ment / unfolding
affiner Zusammenhang:
affine connection
alternierender Tensor:
alternating tensor
analytisch: analytic
Atlas: atlas
Basis: basis, frame
Basisfeld: basis field
Begleitbasis: moving
frame
Bogenlinge: arc length
Biindel: bundle
Determinante: determi-
nant
Diffeomorphismus: dif-
feomorphism
Differential: differential
Differentialgleichung:
differential equation
differenzierbar: differ-
entiable
differenzierbare Man-
nigfaltigkeit: differ-
entiable manifold /
smooth manifold
Distanz: distance
Dreibein, begleitendes:
moving frame
Dreieck: triangle
Dupinsche Indikatrix:
Dupin indicatrix
Durchmesser: diameter
Ebene: plane
Eigenwert: eigenvalue
Eigenzeit: proper time
Einbettung: imbedding
Ellipsoid: ellipsoid
Energie: energy

Euler-Charakteristik:
Fuler characteristic
Fuler-Parametri-
sierung: Euler
parametrization
Exponentialabbildung;:
exponential map
Feldgleichungen: field
equations
Fldche: surface / area
flach: flat
Fluss: flow
Folge: series
Form: form
Fundamentalform: fun-
damental form
Gauflsche Kriimmung:
Gaussian curvature
Gebiet: domain
geodétisch vollsténdig:
geodesically complete
geodatische
Kriimmung: geodesic
curvature
geodétische Linie: geo-
desic / geodesic line
Gezeiten: tides
Gradient: gradient
Graph: Graph
Grenzwert: limit
Gruppe: group
Héufungspunkt: accu-
mulation point
Hauptkriimmung: prin-
cipal curvature
Holonomiegruppe: ho-
lonomy group
Homo6morphismus:
homeomorphism
induzierter Zusam-
menhang: induced
connection
innere Geometrie: inner
geometry
Integralkurve: integral
curve
Integralsatz von Gauf3-
Bonnet: Gauss-
Bonnet theorem
Invariante: invariant
Isometrie: isometry

Jacobi-Identitét: Jacobi
identity
Jacobifeld: Jacobi field
Karte: chart
Kartenwechsel: change
of coordinates
Katenoid: catenoid
Kegel: cone
Keilprodukt: wedge
product
Kettenregel: chain rule
Klebeabbildung: gluing
map
Koeflizient: coefficient
kompakt: kompakt
Komponente: compo-
nent
konform: conformal
Kongruenztransfor-
mation: congruence
transformation
konjugierte Punkte:
conjugate points
Koordinaten: coordi-
nates
Koordinatendarstel-
lung: coordinate rep-
resentation
Koordinatenwechsel:
change of coordinates
kovariante Ableitung:
covariant derivative
Kriimmung: curvature
Kriimmungsform: sec-
ond fundamental
form
Kriimmungstensor: cur-
vature tensor
Kreis: circle
Kreuzprodukt: cross
product
kritischer Punkt: criti-
cal point
Kurve: curve
Lebenslinie: world line
lichtartig: light-like
Liealgebra: Lie algebra
Liegruppe: Lie group
Lieklammer: Lie
bracket
Mannigfaltigkeit: mani-
fold
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Matrizengruppe: matrix
group
Metrik: metric
metrischer Raum: met-
ric space
Minimalfliche: minimal
surface
mittlere Kriimmung;:
mean curvature
Multilinearform: multi-
linear form
Normalkriimmung: nor-
mal curvature
Normalvektor: normal
vector
Oberfldchenintegral:
surface integral
offen: open
Orientierung: orienta-
tion
Orthogonalraum: or-
thogonal complement
Paraboloid: paraboloid
Parallelfeld: parallel
vector field
Parallelfliche: offset
surface
Parallelverschiebung:
parallel transport
Parametrisierung:
parametrization
Polynom: polynomial
Produkt: product
Projektion: projection
Pullback: pull back
Punkt: point
Rang: rank
Rangsatz: constant
rank theorem
Raum: space
raumartig: space-like

J. WALLNER

regulér: regular
Relativitatstheorie: the-
ory of relativity
Ricci-Tensor: Ricci ten-
sor
Richtung: diretion
Richtungsableitung:
directional derivative
Riemannsche Metrik:
Riemannian metric
Riemannscher Raum:
Riemannian space
Schmiegparaboloid: os-
culating paraboloid
Schmiegraum: osculat-
ing space
Schnitt: intersection
Schnittkriimmung: sec-
tional curvature
Schraubflache: helical
surface
singulér: singular
Skalarprodukt: scalar
product
Spektralsatz: spectral
theorem
Sphére: sphere
sphérische Abbildung:
Gauss map
stereographische Pro-
jektion: stereographic
projection
stetig: continuous
Summenkonvention:
sum convention
Support: support
Tangente: tangent
Tangentialbiindel: tan-
gent bundle
Tangentialvektor: tan-
gent vector

Tangentialvektorraum:
tangent space
Teilmannigfaltigkeit:
submanifold
Tensor: tensor
Tensorfeld: tensor field
Topologie: topology
Torus: Torus
Umfang: perimeter
Umgebung: neighbour-
hood
Umkehrfunktion: in-
verse function
Umkehrfunktion, Satz
von der: inverse func-
tion theorem
Umlaufsatz von Hopf:
Hopf’s Umlaufsatz
Ungleichung: inequality
Variation: variation
Vektor: vector
Vektorfeld: vector field
vollstdndig: complete
Volumen: volume
Weg: path
wegzusammenhéngend:
path-connected
Weingartenabbildung:
shape operator
Wendepunkt: inflection
point
Winkel: angle
winkeltreu: conformal
zeitartig: time-like
Zerlegung der Eins:
partition of unity
zusammenhéngend:
connected
Zusammenhang: con-
nection
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VxY, 34
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X, 69

Abbildung

— abtragende, 20

— differenzierbare, 6,
10, 26, 69

— regulére, 69

— sphérische, 17

abgeschlossen, 72

Ableitung

— kovariante, 35

Ableitungsgleichungen,
3, 60

Abschluss, 72

Abstand, 13, 42, 44

Abweichung,
geodétische, 53,
67

abwickelbar, 14, 51

analytisch, 22, 23, 70

— reell-, 70

area(v,w), 4

Atlas, 25

Basis, 72

— positive, 60

—von TV, 30
Basisfeld, 13
Begleitbasis, 2
Bianchi-Identitat, 52
Bogenlénge, 1, 2, 33, 65

C", 69

Cp,q> 13, 38

X(M), 64
Cauchyfolge, 71
Christoffelsymole, 34

0;, 13

d(p,q), 13, 44

B35

Determinante

— Gramsche, 4, 14

— Jacobi-, 60

Diffeomorphismus, 70

Differential, 6, 10, 27,
69

— der Exponentialabb.,
41
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— der sphér. Abb., 17,
22

— einer holomorphen
Fkt., 70

Differentialgleichung,
71

— d. geodét. Linien, 40

— eines Flusses, 28

— eines Parallelfeldes,
37

— Jacobische, 53, 66

differenzierbar, 6, 10,
26, 69

Distanz, cf. Abstand

Dreieck, 63

E F G, 13
EY, 33, 43
Eckenwinkel, 61
Eigenschaft
— geometrische, 3, 5
Figenwert, 18
Eigenzeit, 65, 66
Einbettung, 47, 59
Energie, 33, 43
Euler-Charakteristik,
64
FEuler-Parametrisie-
rung, 19
Exponentialabbildung,
41

Feldgleichungen, 66, 67

Fermi-
Koordinatensystem,
66

Fli, 28

Flache, 6

— eines Kreises, 54

flach, 35, 51

FluB, 28

Frenet, Gleichungen
von, 3, 4, 60

Fundamentalform

— 1,12

— II., 17, 56

., 34

9jk, 13

GauB-Bonnet

— Integralformel, 62
Gebiet, zuléssiges, 61
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geodétisch vollstandig,
45

geodétische Linie, 40,
55

— minimale, 45

Geometrie, innere, 40

Gezeiten, 66

GL,, 9

Gleichung

— von Weingarten, 58

Gradient, 69

Graph, 19

Gravitationspotential,
66

Grenzwert, 71

Gruppe

— Transformations-, 5

H, 18

h(v,w), hji, 17

H#iufungspunkt, 71

Hauptkriimmung,
18-20

Hauptsatz der lokalen
Kurventheorie, 3

Hausdorff, 25, 72

Heine-Borel-
Eigenschaft, 45,
74

holomorph, 22, 70

Holonomiegruppe, 38,
63

Homomorphismus, 72

Hiille, 72

II(X,Y), 56

[ dO, 14, 46

Indikatrix, Dupinsche,
20

Integral, 14, 46, 62

Integralkurve, 28

Integralsatz von Gauf3-
Bonnet, 62

Invariante, 3, 5

Isometrie, 14, 51

Jacobi-Identitét, 28, 69
Jacobifeld, 53, 55, 66

K, 18, 52
K1,K2, ..., 3, 18
Kg, 18, 60

Kp, 18
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Karte, 10, 25

— TMF-, 6

Kartenwechsel, cf.
Parameterwechsel

Keilprodukt, 30

Kettenregel, 6, 11

Klebeabbildung, 25

Koeflizienten

— Kriimmungstensor,
49

— Metrik, 13

— Ricci-Tensor, 52

— Zusammenhang, 34

kompakt, 73

Komponente, 73

konform, 22

Kongruenztransfor-
mation, 5, 65

Koordinaten

— lokale, 6

— Tangentialvektoren,
8

— Tensoren, 30, 31

— Vektorfeld, 27

Koordinatendarstel-
lung, 10, 26

Koordinatenwechsel, cf.
Parameterwechsel

Kriimmung, 3, 4

— Gauflsche, 18, 59, 60

— geodétische, 18, 40

— — orientierte, 60

— mittlere, 18, 21

Kriimmungsform, 17

Kriimmungstensor, 49,
52, 60, 66

Kreis, geodétischer, 54

Kreuzprodukt, 69

Kurve, 1, 26

— kiirzeste, 2, 42, 43,
45, 56

— léngste, 65

— regulére, 1

kiirzeste Verbindung,
42, 43, 45, 56

L,M,N, 17

LY, 1,33

Lebenslinie, 65, 66

Lemma von Gauf, 42,
58

Lichtteilchen, 66

Liealgebra, 9, 69

Liegruppe, 9
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Lieklammer, 28, 49, 57
Linearform, 30

Mannigfaltigkeit
— differenzierbare, 25
— orientierte, 60
— pseudo-
Riemannsche,
65
— Riemannsche, 33
— Teil-, 6, 56
Massenpunkt, 19, 66
Matrizengruppe, 9
Mechanik, 66
— Newtonsche, 19
Metrik, 44
— innere, 12, 40
— Riemannsche, 33
Minimalfliche, 22
Minimum
— der Bogenlénge, 34,
42, 43
— der Energie, 34
Multilinearform, 30

Normalkriimmung, 18,
20
Normalvektor, 17

On, 9

Onp,1, 65
Oberflachenintegral, 14
offen, 72

Orientierung, 60
Orthogonalraum, 56

parakompakt, 25, 74
Parallelepiped, 4, 69
Parallelfeld, cf. -
verschiebung
Parallelfliche, 21
Parallelverschiebung,
36, 50, 51, 63
Parameterwechsel, 1, 3,
12, 25, 31
Parametrisierung
— Bogenldngen-, 1, 2
— konform, 22
— lokale, 10, 25
Photon, 66
Poisson-Klammer, 28
Polynom, 12
Problem
— Bjorlingsches, 23
— Plateausches, 22

Produkttopologie, 74

Projektion

— stereographische, 12,
22

— Tangential-, 35

Ptb(c), 37

Pullback, 33

Punkt

— elliptischer, 20

— konjugierter, 55

— kritischer, 43

R(X,Y)Z, 49, 60

Rijii, 52, 66

RL,., 49, 66

Ry, 52, 67

Rang, 6

Raum

— metrischer, 71

— pseudo-euklidischer,
65

— Riemannscher, 33

— topologischer, 72

regulér, 1, 56, 69

Relativitétstheorie, 65,
66

Ricci-Tensor, 52, 67

Richtungsableitung, 13,
26

Riemannscher
Kriimmungstensor,
52

o(v), 17

Satz

— von A. D. Alexan-
drov, 65

— von P. Bonnet und
S. Myers, 56

— von E. Cartan und
J. Hadamard, 56

— von C. F. Gaufl und
P. Bonnet, 63

— Umlauf-, von H.
Hopf, 61

— von H. Hopf und W.
Rinow, 45

— von T. Levi-Civita,
39

— von J. B. M. C.
Meusnier, 18

— von J. Nash, 59

— von der Umkehr-
funktion, 70



— von Green, 63

— von H. Whitney, 47

Schmiegparaboloid, 19

Schmiegraum, 1

Schnittkriimmung, 52,
59

Schwarzschild-Metrik,
67

Skalarprodukt, 33

SOn, 9

Spektralsatz, 18

Sphére, 8

— geodétische, 41

stetig, 72

Substitutionsregel, 70

Summenkonvention,
Einsteinsche, 13, 30

Support, 14

Ty, 72

T,M, 8

2V, 30

Tangente, 1

Tangentialbiindel, 8

Tangentialvektor, 8, 26

Tangentialvektorraum,
8

Teilchen, 19, 66

Teilmannigfaltigkeit, 6

— Riemannsche, 56

Teilraum, 72

Tensor, 30
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— alternierender, 30
— symmetrischer, 30
Tensorbiindel, 31
Tensorfeld, 31
Tensorprodukt, 30
Theorema Egregium,
59
Theorema elegantissi-
mum, 63
Topologie, 25, 44, 72

Umfang eines Kreises,
54

Umgebung, 72

Umkehrfunktion, 12, 70

Ungleichung von
Cauchy-Schwarz, 34

Variation

— der Energie, 43
— der Oberfliache, 21
— totale, 2, 71
Vektorfeld, 13, 27
Vektorprodukt, 69
verbindbar, 13
vollsténdig

— geodétisch, 45
— metrisch, 45, 71
Volumen, 4, 15, 69

Weg, 73
Wegunabhingigkeit, 38,
50, 51
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wegzusammenhingend,
73

— lokal, 73

Weingartenabbildung,
17

Wendepunkt, 1

Winkel

— Dreh-, eines Paral-
lelfeldes, 63

— historisch gemesse-
ner, 61

Winkelsumme, 63

winkeltreu, 22

X,, 13, 26

Zerlegung der Eins, 46

zusammenhéngend, 13,
73

Zusammenhang

— affiner, 34

— flacher, 35

— induzierter, 35, 39,
56

— Levi-Civita, 39, 49,
57

— Riemannscher, 38

— symmetrischer, 36,
57

Zwillingsparadoxon, 65

Zylinder, 14



