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Abstract: Generalizing theorems of elementary kinematic geometry the
following problem is studied: Let a Lie transformation group GG act on a
homogenous space and let a motion (a curve ¢ : [ — (') be given. We
ask for a superposition of one-parameter subgroups of G' which osculates
c(t) at t = ty. The property that for all ¢ and ¢, there exist three one-
parameter subgroups whose superposition osculates ¢(t) at ¢ = ¢y turns
out to be equivalent to the property of every element of the corresponding
Lie algebra being a commutator, which is fulfilled by several classical
motion groups.

In der ebenen euklidischen Kinematik ist es eine bekannte Tatsache, daf}
man zu einer zweimal stetig differenzierbaren Bewegung, die zu einem be-
stimmten Zeitpunkt keine Fernpolstellung und keinen Stillstand besitzt,
mindestens eine Trochoidenbewegung zweiter Stufe finden kann, bei wel-
cher Bahntangenten und Bahnkriimmungen zu eben diesem Zeitpunkt mit
der urspriinglichen Bewegung iibereinstimmen. Die Bewegung sei durch

C(t) = ((Lu(®),v(®)",(0,cosp(t),sinp(t))", (0, — sin (1), cos (1))") in Ma-
trizenschreibweise gegeben. A;(¢) und A,(t) seien die beiden Drehungen, aus
denen sich durch A;(t)- A5(t) die Trochoidenbewegung zusammensetzt. Sie sei-
en kanonisch parametrisiert, d.h. es soll gelten A;(t;) - A;(t2) = A;(t;, + t2),
insbesondere ist dann A,;(0) gleich der Einheitsmatrix. Es gibt dann eine re-
gulidre Parametertransformation 4 : ¢ — ¢, sodafl an der Stelle ¢t = ¢ = 0 gilt:

LA Ault) - C(0)-0) = S(C (1) - 2)

und
A - A1) C(0) ) = (O30 )

fiir alle Koordinatenvektoren z = (1,2, z5)".



Allgemeiner kann man sich folgende Frage stellen (vgl. [7]): Gegeben ist eine
Liesche Transformationsgruppe G, die auf einer differenzierbaren Mannigfaltig-
keit X operiert. Die Gruppenoperation sei g : G xG — G, (a,b) — g(a,b) = a-b
und die Operation auf X sel ¢ : G x X — X, (a,2) — ¢(a,z) = a(z) mit
ola,o(b,x))=pla-b,z). Sei d: I — G,t— d(t) eine Bewegung, bei der jeder
Punkt @ € X eine Bahnkurve d, : I — X,t — @(d(t),2) = d(t)(z) besitzt.
Seien n einparametrige Untergruppen py(t),...,p,(t) von G gegeben. Wir fra-
gen danach, wann fiir alle Punkte z € X die Bahnkurven bei der Uberlagerung
dieser Untergruppen jene der Bewegung d zum Zeitpunkt ¢ = 0 von mindestens
s—ter Ordnung beriithren, daf} heifit wann gilt

d”' d”'
T i) - po(t) e (1), d(0)(2)) = =2

e(don(t),x) r=1,...,s

fiir eine bestimmte Parametertransformation v mit v(0) = 0.

Multiplizieren wir die Gleichung von links mit d(0)~" und setzen wir d(0)~" -

pi(t)-d(0) = ¢;(t), so sehen wir, daf dies genau dann der Fall ist, wenn

%Lp(ql(t) cqa(t) - gu(t), ) = (Z; o(d(0)~t-doy(t),x) r=1,...,s

gilt. Die Bewegung d(0)~'d(t) ist fiir ¢ = 0 gleich dem neutralen Element e € G.
Es geniigt daher, Bewegungen mit d(0) = e zu betrachten. Hinreichend fiir die
obige Bedingung ist die folgende:

d d

—_— t)-...- t)) =

(doy)(t) r=1,...,s,

und bei den klassischen Gruppen, bei denen die Transformationen aus G' samt
ihren Ableitungen vollstindig durch die Bahnkurven der Punkte von X festge-
legt sind, ist sie auch notwendig.

Wir beachten weiterhin, daf§ die zur Gruppe G gehorige Liesche Algebra g mit
Hilfe der Exponentialabbildung exp : ¢ — G lokal um 0 € g diffeomorph auf
eine Umgebung von e € G abgebildet wird. Die Inverse zu exp werde mit log
bezeichnet.

Wir verwenden die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel (vgl. [4], [7])
1
log(exp(tay) - ... -exp(ta,)) =tlar + ...+ a,)+ 5152 Z[ai, a;] +o(t*), (1)
i<y

setzen lokal um e ¢(?) = logd(t) und ¢;(t) = exp(ta;) fiir bestimmte a; € g und
erhalten

jﬂ (coy(t)) = 515’“ (t(a1 +...4a,)+ %tz Z[ai,aj] + o(tz)) r=1,...,s.

i<

Da die hoheren Terme in (1), die von der Gestalt > Agf[a,,,[.. . [a;,_,,a:].. ]
sind, schnell uniibersichtlich werden, beschranken wir uns auf Differentiati-
onsordnung s = 2. Die Ableitung nach ¢ bezeichnen wir mit einem Strich. Wir



erhalten

Y (0)(0)=a; + ...+ a, (2)
7(0)e'(0) +7'(0)°¢"(0) = Z[% a;] (3)

als Bedingung dafiir, dafl die Bewegung d o+ mit logd = ¢ von zweiter Ordnung
approximiert werden kann. Diese Bedingung kann somit alleine in der Lieschen
Algebra formuliert werden. Fassen wir g als Tangentialvektorraum 7T.G' an G
in e auf, so ist das Differential der Exponentialabbildung bei e die Identitdt in

T.G, also d'(0) = ¢/(0).

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei 4/(0) = 1. Wenn wir aus (2) und (3)
a,, eliminieren, erhalten wir

C”(O) + 7//(0)0’(0) = Z [ai, a]»] + [TLZ:: a;, C’(O)] (4)

1<i<j<n—1

und wenn wir weiter s; = a1 + a» + ...+ q; setzen:
"(0) +7"(0)c'(0) = [s1, 52] + [s2, s3] + - - . [$5-2, Snma] + [80-1, C(0)]. (5)

Die Folgen sy,...,s,_1 und aq,...,a,_; bestimmen einander umkehrbar ein-
deutig.

Ist insbesondere n—1 = 2k gerade, so kbnnen wir s3—s; = 41,...,8,_9—8,_4 =
tr—1 und schlieBlich noch ¢, = ¢/(0) — s,,_» setzen. Die Folgen s,...,s,_; und
89,845y 8n_1,t1,...,1 bestimmen einander umkehrbar eindeutig. (5) nimmt
die Gestalt

A(0) +97(0)(0) = [s9,t1] + [Sa, 2]+« - + [Sn_1, i) (6)

an. Dabei ist die rechte Seite als Summe von £ Kommutatoren in der derivierten
Lieschen Algebra ¢(*) = [g, ] enthalten. Ist die Dimension von g*) gleich k, so
ist jedes Element aus ¢*) als Summe von k& Kommutatoren darstellbar, die
Maximalzahl der benétigten Untergruppen ¢;(t) = exp(ta,) ist dann gleich 2k +
1. Weiters ist bei g1) # g fiir ¢/(0) € gV, ¢”(0) ¢ ¢*) die Bedingung (4) nicht
erfiillbar. Wir erhalten:

Prop. 1 Fine Bewegung d : I — G mit d(0) = e wird bei t = 0 genau dann
von einer Uberlagerung von einparametrigen Untergruppen oskuliert, wenn fir
den Weg ¢ = logd der Schnitt (¢"(0) + Rc’(0)) N g™V nicht leer ist. Gilt oY) #
q, so gibt es Bewegungen, die nicht von Uberlagerungen von einparametrigen
Untergruppen oskuliert werden.

Der einfachste Fall ist jener der Uberlagerung von zwei einparametrigen Unter-
gruppen. Wir verwenden den Ausdruck “fast alle 7 anstelle “alle 2 bis auf die
in einer gewissen Nullmenge” und eine Aussage iiber “fast alle Wege ¢(¢)” ist
eine Aussage iiber ihre ersten beiden Ableitungsvektoren. Dann gilt:



Prop. 2 Die Bewegung d(t) = exp(c(t)) wird genau dann bei t = 0 von ei-
ner Uberlagerung von zwei einparametrigen Untergruppen oskuliert, wenn der
Schnitt (¢"(0)4+Re'(0))N[c'(0), o] nicht leer ist. In jeder Lieschen Gruppe gibt es
Wege d(t), die nicht von einer Uberlagerung von zwei einparametrigen Unter-
gruppen oskuliert werden. Ist die Mazimaldimension von [x,q] gleich dimg — 1
und gibt es ein x mit x & [z, q], so werden fast alle Wege von einer Uberlagerung
von zwei einparametrigen Untergruppen oskuliert. Ist die Maximaldimension
von [x,4q] kleiner als dim g — 1, fast alle nicht.

Beweis: Gleichung 4 ergibt

¢"(0) +7"(0)¢(0) = [ar, ¢(0)]

und wir sehen, dafl die Approximationsaufgabe genau dann l6sbar ist, wenn
der affine Unterraum ¢”(0) + Re/(0) den Unterraum V' = [¢/(0),q] trifft. Gilt
dim g = n, so hat dieser Dimension hichstens n— 1. Fiir Wege ¢(t) mit ¢/(0) € V
und ¢’(0) ¢ V treffen einander die die affinen Unterrdume ¢”(0) + Re/(0) und
V' nicht. Es sei k& = max{dim[z,q]|z € q}. Wir wéhlen eine Basis in g. Dann
wird &k genau von denjenigen & € g angenommen, fiir die mindestens eine k x k—
Unterdeterminante der Koordinatenmatrix der linearen Abbildung ad, : y —
[z,y] nicht verschwindet. Das Komplement dieser Menge ist algebraisch und
daher eine Nullmenge. Gilt fiir ein z, dal 2 ¢ [z,g], so fiir fast alle. Ist noch
k=mn—1,so trifft ¢’(0) 4+ Rc’(0) fast immer [¢/(0), g], bel k < n — 1 fast nie. O

Sei K(g) ={[z,y]|z,y € q} die Menge der Kommutatoren von g. Dann gilt:

Prop. 3 Ein Weg d(t) = exp(c(t)) wird genau dann von von einer Uberlage-
rung von drei einparametrigen Untergruppen oskuliert, wenn der affine Unter-
raum ¢"(0) + Rc'(0) die Menge K(g) trifft. Genau bei K(g) = g wird jeder Weg
von einer Uberlagerung von drei einparametrigen Untergruppen oskuliert.

Beweis: (6) nimmt die Gestalt ¢”(0) + v7(0)c'(0) = [sa,t;] an. Damit folgt die
erste Aussage. Gibt es ein o ¢ K(g), so ist fir Wege mit ¢”(0) = z, ¢(0) =0
diese Gleichung nicht erfiillbar. O

Gilt K(g) = g, so gibt es sogar immer eine Uberlagerung von drei einparamet-
rigen Untergruppen, die mit dem Weg d von zweiter Ordnung iibereinstimmt,
d.h. man ben6tigt hier keine Parametertransformation.

Wir bezeichnen mit Oy ; jene Matrizengruppe, die die quadratische Form 2 +
oot xi — xfy — xh,, invariant 1a8t. Es wird gesetzt O, = 0,. Zu Oy, zu
5041 = Ok N SLgy; und zur Faktorgruppe nach einem diskreten Normalteiler,
z.B. {E,—FE}, gehort die gleiche Liesche Algebra 80 ;. Sie ist die Menge der
Matrizen der Form

(?; ; ) mit X7 = -X,, X' = -X,,
2



wobei X eine p x p—Matrix und X, eine ¢ x g—Matrix ist. Weiters bezeich-
nen wir die Translationsgruppe des n—dimensionalen rellen affinen Raumes mit
T, und identifizieren sie mit R". Dann ist die Bewegungsgruppe OA,, des n—
dimensionalen euklidischen Raumes gleich T, x;q O,, und ihre Liesche Algebra
ist gleich va, = t, Biq80,. Hier ist t,, die n—dimensionale triviale Liesche Algebra.
Die Liesche Algebra zu SL, (und PGL,_,) bezeichnen wir mit 8l,. Sie ist die
Menge der Matrizen mit Spur 0. Zur dquiaflinen Gruppe SA, = T, Xjq SL,
gehort die Liesche Algebra 8a, =t,, $Biq 8l,.

Fiir einige niedrigdimensionale Liesche Algebren konnen wir die oben angege-
benen Kriterien direkt nachrechnen:

Satz 4 In den Bewegungsgruppen OA,, Oz/{E,—E} und O,,/{F,—LE} der
euklidischen, elliptischen und hyperbolischen Ebene wird fast jeder Weg durch
eine Uberlagerung von zwei einparametrigen Untergruppen oskuliert. Die ver-
bleibenden Wege werden in der elliptischen und hyperbolischen Fbene von einer
geeigneten Uberlagerung von drei einparametrigen Untergruppen, in der eukli-
dischen Ebene werden die restlichen entweder von einer Uberlagerung von drei
einparametrigen Untergruppen oder von keiner Uberlagerung von n einparamet-
rigen Untergruppen oskuliert.

Beweis: Wir betrachten die zugehorigen Lieschen Algebren oay, 805, und 80, 5

(Vel. [5])

1. g = vay ist eine semidirekte Summe aus t; und 80,. Es gibt drei Basisvekto-
ren w,v,w mit u,v € t, und [u,v] = 0, [u, w] = v, [v,w] = —u. Genau fiir
c'(0) &ty ist [¢(0),q] =t und der affine Unterraum ¢”(0) + R¢’(0) schnei-
det t5. Gilt ¢”(0) € t; und ¢/(0) € ts, so schneidet der obige Unterraum
t, = ¢ nicht. Schneidet er oder ist er sogar in ¢, enthalten (nur dieser
Fall tritt dann auf), so reichen drei Untergruppen, denn jedes z € ¢, ist
ein Kommutator.

2. g = 803 ist isomorph zum R® mit [a, b] = axb. Es ist dim[z, g] = dim 2+ = 2
fiir alle z # 0 und jedes z ist ein Kommutator.

3. g = 80y 5 ist isomorph zu 8, und besitzt eine Basis h, e, f mit [h, €] = 2e,
[h, f]= =2f, [e, f] = h. Es gilt dim[z, g] = 2 fiir alle x # 0 und jedes z ist

ein Kommutator. 0

Der folgende Satz liefert Beispiele von Bewegungsgruppen, in denen zwei Un-
tergruppen nicht ausreichen:

Satz 5 In den Bewegungsgruppen Oy s3/{L, —E} bzw. Os5/{L, —E} der dreidi-
mensionalen Cayley—Klein—Rdume mit ovaler bzw. ringartiger Mafquadrik (hy-
perbolischer Raum und indefiniter Raum) wird jede Bewegung von einer Uber-
lagerung von drei eimnparametrigen Untergruppen oskuliert und fast keine von
einer Uberlagerung von zwei einparametrigen Untergruppen.



Beweis: Wir betrachten die dazugehérigen Lieschen Algebren 80, 5 und 8o, 5.
(Vgl. [5]). Beide haben Dimension 6.

1. g = 80y 3 ist isomorph zu 8l,(C), aufgefaBt als reeller Vektorraum dop-
pelter Dimension. Die komplexe Dimension von [z, q] ist gleich 2 fiir alle
x € g,x # 0, die reelle damit gleich 4. In 8[,(C) ist jedes Element ein

Kommutator.
2. g = 80, ist isomorph zu #l; @ 8l,. Damit ist die Maximaldimension von
[z, ] gleich 4 und jedes z € g ist ein Kommutator. 0O

Fiir die Approximation durch zwei einparametrige Untergruppen ist die Diffe-
renz zwischen der Dimension dimg und der Maximaldimension von [z,g] ent-
scheidend. Es gilt folgende Tabelle (n > 2,k > 1):

Liesche Algebra dim g max dim[z, g]
8L, n?—1 n?—n
804 2k* — k 2k% — 2k
809541 282 + k 2k?
005, 2k + k 2k?
005741 2k + 3k 2k 4+ 2k
8a,, n?4+n—1 n?

Damit gilt:

Kor. 6 In den folgenden Gruppen werden fast alle Wege nicht durch eine Uber-
lagerung von zwei einparametrigen Untergruppen oskuliert: In der projektiven
Gruppe PGL,, fiir n > 2, in den Bewegungsgruppen OA,, des euklidischen und
0,11 /{F,—FE} des elliptischen Raumes fiir n > 3 und in der dquiaffinen Grup-
pe SA,, firn > 3.

Wir werden zeigen, daf} die projektive, die euklidische, die elliptische und die
dquiaffine Bewegungsgruppe in jeder Dimension die Approximationseigenschaft
fiir drei einparametrige Untergruppen besitzen. Iiir die projektive und die el-
liptische Bewegungsgruppe folgt dies aus den Ergebnissen in [1], [2], [3] und [6],
wo gezeigt wird, daf} in jeder der klassischen Lieschen Algebren jedes Element
ein Kommutator ist, sofern der zugrundeliegende Kérper K eine gewisse Min-
destanzahl von Elementen besitzt. Fiir den Spezialfall K = R geben wir jedoch
noch einen Beweis fiir 80,,:

Lemma 7 Fir g = 8l, und fir ¢ = 80, gilt K(g) =g, d.h. jedes Element ist ein
Kommutator.

Beweis: Zur ersten Aussage siehe [6]. Zur zweiten Aussage: 8o, ist die Menge

der schiefsymmetrischen n x n—-Matrizen M. Zu einer orthogonalen Matrix P
aus O,, gehért ein Lie-Algebren—Automorphismus Adp : M — PMP~'. Nach



dem Spektralsatz ist jedes C' € 8o, orthogonal-dhnlich zu einer Matrix in reeller
Jordan—Normalform der Gestalt diag(J(¢;),...,J(¢;),0,...,0), wobei J(c¢) ein
Késtchen der Form 2 _8 ist. Durch eine Permutation in den Basisvektoren

erreichen wir, dafl A orthogonal-&hnlich zu einer Matrix der Gestalt

0 e

e, (7)

wird. Es gibt also einen Automorphismus von 8o, der M auf Normalform (7)
bringt. Es geniigt daher, die Aussage fiir Matrizen in Normalform (7) zu zeigen.

Sei B = diag(J(b1),...,J(by)) fiir n = 2k gerade bzw. B = diag(J(b1),...
J(by), 0) fiir n = 2k + 1 ungerade, und A = (a}) € 80,. Fiir AB — BA ergibt
sich die Matrix

](11 e ]X/rlk Ll
]ka Lk
8.8. 0
mit
2i—1 24 2i—1 24 27
b]»azi —|— biazj_l —b]»azj_l —|— biazj —bian
]‘/ij = und Lz = )
2% 2i—1 24 2i—1 2i—1
b]»azj — biazj_l —b]»azj_l — biazj bian

wobei die L; und die 0 nur bei ungeradem n = 2k 4+ 1 auftreten.

Wir zeigen nun, daff eine beliebige Matrix in Normalform (7) als Kommuta-
tor zweier Matrizen A und B der obigen Gestalt geschrieben werden kann.
Wir interpretieren zu diesem Zweck die Gleichung AB — BA = C als linea-
res Gleichungssystem fiir die af. Dieses zerfallt effektiv in k(k — 1) 2 x 2-
Gleichungssysteme fiir die Variablenpaare agj__ll und a% bzw. a%_l und a%_l
(1 <i¢<j<k)und, sofern n = 2k + 1 gilt, noch in 2k Finzelgleichungen fiir
die Variablen a'. Die Kistchen K;; auf der Hauptdiagonale sind, genauso wie
die entsprechenden Stellen in der Matrix (', gleich 0.

Die Koeffizientenmatrizen der zum Késtchen K;; gehorigen 2 x 2-Gleichungs-
systeme haben fiir i # j Determinante £(b7 — b7), diese sind daher fiir [b;| # |b;|
eindeutig l6sbar. Die Einzelgleichungen zum Ké&stchen L; sind genau fiir b; # 0
eindeutig 16sbar. Wahlen wir k relle Zahlen by, ..., b, mit b; # 0 und |b;| # |b;]
fiir i # j, so konnen A so bestimmen, daf [A4, B] = C gilt. O

Lemma 8 Fir die Lieschen Algebren ¢ = oa, und g = 8a, gilt K(g) = g, d.h.
jedes x € g ist ein Kommutator.



Beweis: Wir identifizieren oo, = t, $iq 80, mit der Menge aller Paare (v, M)
mit v € t, =R", M € 80,, wobei [(vy, My), (v2, M2)] = (Myvy — Mavy, My My —
MsM,), und OA, =T, xiqa O, mit der Menge aller Paare (p, P) mit p € R" =
T,, P € O,, wobei (py, Py) - (p2, P2) = (p1 + Ppo, P Ps).

Jedes (p, P) € OA, induziert einen Automorphismus von oa, durch Ad, py :
(v,M) — (Pv— PMP~'p, PMP~"). Analog zum Beweis von Lemma 7 gibt
es ein P € O,, sodal PMP~! Normalform (7) besitzt. Es geniigt daher, die
Aussage fiir Paare (v, M) mit M in Normalform (7) zu zeigen.

Wir setzen (b, B) = ((f1,. .., B), diag(J(b1),...,J(by),0
nur bei n = 2k + 1 ungerade auftritt. Welters sei (a A)

Dann ist [(a, A), (b, B)] = (¢, C') mit

)), wobei die letzte 0

(a1, ), (dh)).

—bias
a%ﬂl + ...+ arllﬂn blal ](11 . ]X/rlk Ll
: —brry dC " : :
CcC = — un — . . . ,
: bty Ky Ly
atfr+ ...+ alp, : 5.8. 0
0

wobei die Nullen und die L; nur bei ungeradem n auftreten. Wir finden nach
Lemma 7 Matrizen A und B so, dall AB — BA = M gilt. Sei v = (vy,...,v,)7T.
Ist n = 2k gerade, so kénnen wir daher, um die Gleichung ¢ = v zu l6sen,
wegen b; 20 31 =...= 0, =0und as = v, /by, a1 = —vy /by, g = v3/by, 03 =
—v4/by, ... setzen.

Sei nun n = 2k + 1 ungerade. Es gibt eine Einzelgleichung der Gestalt +b;,a] =
0, denn in der n—ten Spalte der Matrix M ist hochstens ein Eintrag # 0. Wir
konnen die b; so wéhlen, dal [b;| # |b;| fir ¢ # j, by # 0 fir ¢ # iy und

b;, = 0 gilt. Dann wihlen wir a? = —ai> ungleich 0. Daraufhin bestimmen wir
By, Bns0,daB a7 By + ...+ a3, = v,, und anschliefend ay, ..., as so, dafl
2] 1ﬁ1 .+ aij_lﬁn + b]Oézj = V-1 und a%]ﬂl + ...+ affﬁn — bja2j—1 = Vaj

fur j= 1, .. .,k gilt. Damit ist [(a, A), (b, B)] = (v, M).

Zu 80,,: Wir oben identifizieren wir 8a, mit der Menge aller Paare (v, M) mit
v € R", M € 8, und und SA, mit der Menge aller Paare (p, P) mit p € R",
P € SL,. Nach [6] gibt es fiir jedes M € 8, eine Matrix P so, daf} alle
Hauptdiagonalelemente von PM P~! verschwinden. O.B.d.A. ist P € SL,, so-
dafl fiir alle (v, M) ein Lie-Algebren-Automorphismus Ad, p existiert, sodaf
fir (w,N) = Ad, py(v, M) alle Hauptdiagonalelemente von N verschwinden.
Machen wir nun analog zu [6] einen Ansatz der Form [(a, A), (b, B)] = (w, N)
mit b = 0 und B = diag(bi,...,b,), @ = (o), A = (a}), so ergibt einfaches
Ausrechnen die Gleichung

—blal .
w= : und N =1 --- (b]»—bi)aj» e

_bnan



die durch Wahl von b; # 0 und b; # b; fiir ¢ # j gelost werden kann. a

Damit haben wir das Ergebnis:

Satz 9 In der projektiven Bewegungsgruppe PGL, des n—-dimensionalen pro-
jektiven Raumes (n > 1), in der Bewegungsgruppe O, 1/{FE,—FE} des n—
dimensionalen elliptischen Raumes (n > 2), in der Bewegungsgruppe OA,, des
euklidischen n—dimensionalen Raumes (n > 3) und in der dquiaffinen Gruppe
SA,, des n—dimensionalen affinen Raumes (n > 2) stimmt jede Bewegung von
zweiter Ordnung mit einer geeigneten Uberlagerung von drei einparametrigen
Untergruppen tberein.
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